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1.1 Структура, и общая трудоемкость   дисциплины 
Общая трудоемкость дисциплины составляет 8 зачетные единицы (288 часа).

	
	Очная форма обучения
	Заочная форма обучения

	Курс
	3
	

	Семестр
	5,6
	

	Лекции
	36/34
	

	Практические (семинарские) занятия
	36/34
	

	Лабораторные занятия
	-
	

	Консультации
	2/2
	

	Итого аудиторных занятий
	
	

	Самостоятельная работа
	90/13
	

	В интерактивной форме
	34
	

	Курсовая работа 
	-
	

	Форма контроля

	Экзамен
	6 (45 ч.)
	

	Зачет 
	5
	

	Общее количество часов
	288
	




1.2 Цели освоения дисциплины: 

- формирование у  студентов понятий, знаний и компетенций, позволяющих строить  и анализировать модели систем реального мира с помощью вероятностно-статистических методов;

1.3  Место дисциплины в структуре ООП 
Б1.Б.15.1. Блок 1 «Дисциплины», базовая часть  курс 3 (5 и 6 семестры).
Изучение данной дисциплины базируется на следующих дисциплинах:
математический анализ, алгебра и геометрия, дифференциальные уравнения, теория  функций комплексного переменного, теория графов и математическая логика, дискретная  математика, функциональный анализ.
Основные положения дисциплины должны быть использованы в дальнейшем при изучении дисциплин: теория управления,  методы оптимизации, методы вычислений, теория случайных процессов, моделирование систем, теория информации.
 
1.4. Требования к результатам освоения дисциплины 
В результате освоения дисциплины студент осваивает следующие компетенции:
общепрофессиональных (ОПК):
(ОПК-1) готовностью использовать фундаментальные знания в области математического анализа, комплексного и функционального анализа, алгебры, аналитической геометрии, дифференциальной  геометрии и топологии, дифференциальных уравнений, дискретной математики и математической логики, теории  вероятностей, математической статистики и случайных процессов, численных методов, теоретической механики в будущей профессиональной деятельности;
(ОПК-3) способностью к самостоятельной научно-исследовательской работе;
профессиональных (ПК):
 (ПК-2) способностью математически корректно ставить естественнонаучные задачи, знание постановок классических задач математики;
способностью строго доказать утверждение, сформулировать результат, увидеть следствия полученного результата (ПК-3);
способностью публично представлять собственные и известные научные результаты (ПК-4);
производственно-технологическая деятельность: способностью использовать методы математического и алгоритмического моделирования при решении теоретических и прикладных задач (ПК-5).

В результате изучения дисциплины «Теория вероятностей и  математическая статистика»:
Студент должен знать: Основные понятия теории вероятностей; случайные величины и их распределения; основные законы распределения случайных величин и их числовые характеристики; случайные вектора, понятие независимости случайных величин, условные распределения; распределение функций от случайных величин; законы больших чисел; центральную предельную теорему; основные понятия математической статистики; теорию оценивания; построение критериев для проверки гипотез.
Студент должен уметь: применять полученные методы и модели к решению типовых и практических задач  с использованием аппарата теории вероятностей и математической статистики; пользоваться расчетными формулами, теоремами, таблицами при решении вероятностных и статистических задач; применять статистические методы для обработки результатов измерений, строить критерии для проверки гипотез; пользоваться библиотекой прикладных программ для статистических задач; применять полученные знания для изучения других дисциплин. 
Студент должен владеть:  навыками применения вероятностных и статистических методов для решения различных прикладных задач; навыками построения и исследования статистических критериев для решения прикладных  задач с помощью различных статистических программ.

1.5.  Содержание и учебно-методическая карта  дисциплины

	Номер недели
	Наименование тем (вопросов), 
изучаемых по данной дисциплине
	Занятия
	Самостоятельная работа студентов
	Формы контроля
	Количество баллов

	Литература

	
	
	л
	пр
	Содержание
	Часы
	
	min
	max
	

	5 семестр

	


1-2
	Случайные события. Операции над событиями. Аксиомы теории вероятностей. Вероятностное пространство. Свойство вероятностей. Классическое определение вероятности. Геометрические вероятности.  

	4
	6
	
	



	Конспект, вопросы в рубежной контрольной
	
	
	[7]
[1]

	3
	Условные вероятности. Формулы полной вероятности и Байеса. Независимость случайных событий.
	2
	4
	
	

	
	
	
	[7]
[1]

	4-5
	Схема испытаний Бернулли. Предельные теоремы в схеме Бернулли. 
	4
	4
	
	
	
	
	
	[7]
[1]

	6-8
	Случайные величины и их распределения. Классификация случайных величин. Независимость случайных величин. Неравенство Чебышева. Закон больших чисел. Смешанные моменты случайных величин. Формулы композиции. 
	6
	6
	
	





	
	
	
	[7]
[1]

	
9
	Условные распределения. Условное математическое ожидание. 
	2
	
	Нормальный закон распределения на плоскости
	6
	
	
	
	[7]
[1]

	10
	Многомерные распределения
	2
	2
	
	
	
	
	
	[7]

	
11-12
	Числовые характеристики случайных величин. Математическое ожидание, дисперсия и их свойства.
	4
	4
	Гамма-распределение. Правило трех сигм, правило двух сигм. 
Логарифмически нормальное распределение
	

4
	
	
	
	[1]
[7]

	13-14
	Характеристические функции. Формулы обращения. Теорема непрерывности. Центральная предельная теорема. 

	4
	4
	Функция случайного аргумента. Формулы композиции.
	

4
	
	
	
	[8]
[1]

	15-16
	Различные виды сходимости. Сравнение видов сходимости.
	4
	4
	
	
	
	
	
	[7]
[8]

	17-18
	Лемма Бореля-Кантелли. Усиленный закон больших чисел. 
	2
	2
	
	
	
	
	
	[8]
[1]

	19
	Смешанные моменты случайных величин. Уравнение линейной регрессии
	2
	
	
	
	
	
	
	[8]
[1]

	
	Итого
	38
	38
	
	14
	
	0
	100
	

	6 семестр

	
1-2
	Статистическая модель. Элементы выборочной теории. Наглядное представление статистических данных
	4
	4
	
	
	
	
	
	[8]
[1]

	
3-5
	Статистические оценки. Методы точечного оценивания. 
	6
	6
	Метод моментов для точечной оценки параметров распределения
	
10
	
	
	
	[8]
[1]

	6-7
	Доверительное оценивание. Доверительные интервалы для математического ожидания и дисперсии нормально распределенной случайной величины.
	6
	6
	Метод наи-большего правдоподобия.
	

10
	
	
	
	[8]
[1]

	8-10
	Статистические гипотезы. Критерий проверки гипотезы.
	6
	6
	Сравнение дисперсий нормальных распределений.
	

10
	
	
	
	[8]
[1]

	11-12
	Параметрические гипотезы. Критерий Неймана-Пирсона
	4
	4
	Методика вычисления теоретических частот нормального распределения
	

20
	
	
	
	[8]
[1]

	
	Элементы метода Монте-Карло.
	4
	4
	Метод обратных функций. Метод суперпозиции 
	
20
	
	
	
	[7]


	
	Цепи Маркова
	4
	4
	Однородная цепь. Равенство Маркова
	
15
	
	
	
	[8]

	
	Итого
	34
	34
	
	99
	
	0
	100
	






1.6  Образовательные технологии
   Лекции, практические занятия, самостоятельная работа студентов. 
Используются интерактивные методы обучения: творческие задания, разработка проектов, исследовательский метод обучения. 
	№/п.
	Тема
	Вид занятия
	Количество часов
	Активные формы
	Интерактивные формы

	1
	Методы оценивания функций распределения и плотностей.
	Практическое
	[bookmark: _GoBack] 6
	Диалог  
	Использование на проекторе интерактивных приложений для вычисления числовых характеристик

	2
	Методы моментов и произведений расчета сводных характеристик распределения
	Практическое
	8
	Беседа во время практического занятия
	использование на проекторе интерактивных приложений для построения линейной модели

	2
	Линейная регрессия
	Практическое
	10
	

	использование на проекторе интерактивных приложений для построения линейной модели

	3
	Нелинейная регрессия
	Практическое
	10
	 
	Использование на проекторе интерактивных приложений для построения нелинейной модели

	
	Итого
	
	34
	
	


                 
1.7. Учебно-методическое обеспечение самостоятельной работы. 
Оценочные средства для текущего контроля успеваемости, промежуточной аттестации по итогам освоения дисциплины.

Формы самостоятельной работы студентов:
а) составление реферативных сообщений на предложенные темы;
б) подготовка презентаций;
в) конспектирование научной литературы;
г) реализация рассмотренных методов.

Темы самостоятельной работы

1. Нормальный закон распределения на плоскости.
2. Логарифмически нормальное распределение Гамма-распределение. Правило трех сигм, правило двух сигм.
3. Функция случайного аргумента. Формулы композиции
4. Метод моментов для точечной оценки параметров распределения
5. Метод наибольшего правдоподобия
6. Сравнение дисперсий нормальных распределений.
7. Методика вычисления теоретических частот нормального распределения
8. Метод обратных функций. Метод суперпозиции
9. Однородная цепь. Равенство Маркова
 
Рекомендуемая литература:

Основная  литература:
1. Гмурман В.Е.  Теория вероятностей и математическая статистика: Учебное пособие. М.:Юрайт, 2009.- 479 с.
2. Гмурман В.Е. Руководство к решению задач по теории вероятностей и математической статистике: Учебник для вузов. М.: Юрайт, 2011.- 4о4 с
3. Зубков А.М. Сборник задач по теории вероятностей: учебное пособие. СПб; М.; Краснодар: Лань. 2010.- 288 с
4. Королев В.Ю. Теория вероятностей и математическая статистика: Учебник.- М.: Проспект, 2006.- 160 с
5. Практикум и индивидуальные задания по курсу Теория вероятностей (типовые расчеты): учебное пособие. Болотюк В.А и др.- СПб; М.; Краснодар: Лань, 2010.- 288 с
6. Семенчин Е.А. Теория вероятностей в примерах и задачах: Учебное пособие.- СПб,  М.; Краснодар, Лань, 2007.- 352 с.
7. Ширяев А.Н. Вероятность – 1. В 2-х кН. КН.1.Элементарная теория вероятностей. Мат. основания . Предельные теоремы: Учебник.- М.: Издво МЦНМО, 2004.- 520 с.
8. Ширяев А.Н. Вероятность – 1. В 2-х кН. КН.2.Суммы и последовательности случайных величин – стационарные, мартингалы, марковские цепи: Учебник.- М.: Изд-во МЦНМО, 2004.- 927 с.

Дополнительная литература:
9. Белько  И. В. Теория вероятностей и математическая статистика: примеры и задачи, учеб. пособ. Минск.: Новое Знание, 2007.- 251 с
10. Боровков А.А.  Теория вероятностей: Учебное пособие для  студ. мат. и физ. спец. вузов. М.: Наука, 1986.- 432 с
11. Бочаров П.П. Теория вероятностей: Математическая статистика.- М.: Гвардика, 1998.- 328 с. 1 экз.
12. Булдык Г.М. Теория вероятностей и математическая статистика: Учебное пособие для ВУЗов.- Минск:  Высшая школа, 2002.- 448 с
13. Вентцель Е.С. Задачи и упражнения по теории вероятностей: Учебное пособие для втузов. М.: Высшая школа, 2002.- 448 с.
14. Вентцель Е.С.Теория вероятностей: Учебник  для студентов вузов. М.: Высшая школа, 2002.- 575 с
15. Ковбаса С.И. Теория вероятностей и математическая статистика: Учеб. Пособие для экономистов.- СПб: Альфа, 2001.- 192 с
16. Кожевников Ю.В. Теория вероятностей и математическая статистика.- М.: Машиностроение, 2002.-  260 с.
17. Солодовников А.С. Теория вероятностей: Учеб. Пособие для студ. педагогич. вузов   по спец. Математика.- М.: Вербум, 1999.- 208 с.
18. Теория вероятностей и математическая статистика: Базовый курс с примерами и задачами.- М.: Физматлит, 2002.- 224 с.
19. Севастьянов Б.А. , Чистяков В.П., Зубков А.М., Сборник задач по  теории вероятностей. - М.: Наука, 1989
20. Феллер В. Введение в теорию вероятностей и ее приложения, М.: Мир, 1984, т.1, 2.
21.  Прохоров А.В. и др. Задачи по теории вероятностей. Основные понятия. Предельные теоремы. Случайные процессы. – М.:Наука, 1986.
22. Крамер Г. Математические методы статистики. – М.: Мир, 1976.

в) Интернет-ресурсы

Обеспечен доступ к современным профессиональным базам данных, информационным справочным и поисковым системам (библиотека СОГУ):
- библиотеке e-library,
- электронной библиотеке диссертаций РГБ,
- университетской библиотеке online; 
- собственным библиографическим базам данных:
- электронному каталогу,
- электронной картотеке газетно-журнальных статей,
- электронной картотеке авторефератов диссертаций и диссертаций.

Рекомендуемые интернет-адреса по предмету:
1. Ширяев А.Н. Вероятность – 1. В 2-х кН. КН.1.Элементарная теория вероятностей. Мат. основания . Предельные теоремы: Учебник.- М.: Издво МЦНМО, 2004.- 520 с.

http://books.google.ru/books?id=ii3vAAAAMAAJ&q=%D1%88%D0%B8%D1%80%D1%8F%D0%B5%D0%B2&dq=%D1%88%D0%B8%D1%80%D1%8F%D0%B5%D0%B2&hl=ru&sa=X&ei=eB0wVJ3yI8XuyQPa2oGgDw&ved=0CEQQ6AEwCA

2. Зубков А.М. Сборник задач по теории вероятностей: учебное пособие. СПб; М.; Краснодар: Лань. 2010.- 288 с. 

http://books.google.ru/books?id=xc60AAAAIAAJ&q=%D0%B7%D1%83%D0%B1%D0%BA%D0%BE%D0%B2+%D1%82%D0%B5%D0%BE%D1%80%D0%B8%D1%8F+%D0%B2%D0%B5%D1%80%D0%BE%D1%8F%D1%82%D0%BD%D0%BE%D1%81%D1%82%D0%B5%D0%B9&dq=%D0%B7%D1%83%D0%B1%D0%BA%D0%BE%D0%B2+%D1%82%D0%B5%D0%BE%D1%80%D0%B8%D1%8F+%D0%B2%D0%B5%D1%80%D0%BE%D1%8F%D1%82%D0%BD%D0%BE%D1%81%D1%82%D0%B5%D0%B9&hl=ru&sa=X&ei=Eh4wVNWtEaf9ygPWhILoCA&ved=0CBsQ6AEwAA

1.8. Материально-техническое оснащение дисциплины:

Компьютерный класс, доступ к сети Интернет (во время самостоятельной работы), оргтехника, электронная база данных библиотеки СОГУ, лекционные аудитории; кабинет, оснащенный интерактивной доской, проектором.

Разработчики:
Доев Ф.Х., доцент кафедры 
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II. Курс лекций по дисциплине (конспекты)
 Лекция №1
Понятие случайного события.
Случайное событие является понятием первоначальным, т. е. неопределяемым. Будем обозначать события прописными буквами латинского алфавита, иногда будем использовать индексы. 
Будем рассматривать эксперименты с несколькими возможными исходами, которые в неизменном виде можно повторить сколько угодно раз. Простейшим примером такого эксперимента является подбрасывание монеты. Здесь возможны два исхода: решка и герб. Исключаем исходы, когда монета встанет на ребро или монета провалится куда-то. Все события будем определять в рамках таких экспериментов.
Определение. Событие, которое всегда наступает, называется достоверным. Будем обозначать его буквой Ω.
Определение. Событие, которое никогда не наступает, называется невозможным. Его обозначают символом Ø.
Определение. Суммой двух событий назовем событие, которое наступает в том и только в том случае, когда наступает хотя бы одно из них. Будем обозначать сумму событий знаком «+».
Определение. Произведением двух событий назовем событие, которое наступает в том и только в том случае, когда наступают оба события. Будем обозначать произведение событий знаком «».
Определение. Разностью двух событий A и B (A без B) назовем событие, которое наступает в том и только в том случае, когда наступает A и не наступает B. Будем обозначать разность А без В символом А\В.
Определение. Если из наступления события А всегда следует наступление В, то говорят, что А влечет В (А⊂В).

Определение. Если А и В не могут наступить одновременно, то говорят, что они несовместны.
Определение. Противоположным событием для А назовем событие , которое наступает в том и только в том случае, когда не наступает А.
Примеры.
Пусть один раз подбрасывается игральная кость. 
События: «выпадет целое число», «выпадет целое положительное число» или «выпадет целое положительное число меньше 7» - являются примерами достоверного события.
События: «выпадет отрицательное число», «выпадет дробное число» или «выпадет число больше 6» - являются примерами невозможного события.
Пусть А означает, что выпадет 2; В – выпадет четное число; С – выпадет нечетное число; D – выпадет число кратное 3; Е – выпадет число больше 3.
А + В = В.
А + С = «выпадет или 2, или нечетное число».
В + С = Ω.
АВ = А.
АС = .
DE = «выпадет 6».
В\А = «выпадет или 4, или 6».
А\В = .
Е\D = «выпадет или 4, или 5».
А⊂В, т. к . из наступления А обязательно следует наступление В.
АС = , следовательно А и С несовместны. Несовместны также В и С, А и D, А и Е.
 = «выпадет или 1, или 3, или 4, или 5, или 6».
 = С.
 = В.
Легко заметить, что случайные события являются подмножествами множества всех исходов эксперимента, а определенные операции над событиями являются обычными операциями над множествами. Так происходит до тех пор, пока Ω остается не более, чем счетным. В случае, когда Ω перестает быть счетным, под событиями понимают элементы специального класса подмножеств Ω.
Определение. Класс подмножеств Ω называется алгеброй, если выполнены следующие условия:
1) 
2) 
3) 
Определение. 𝒜 называется σ – алгеброй подмножества , если условие 2 в определении алгебры имеет место для счетного числа подмножеств :
пусть  , тогда .

Лекция №2.
Определение вероятности.
Определение. Тройка объектов (, 𝒜, P), где  - произвольное множество, 𝒜 - σ – алгебра подмножеств , P – функция, определенная на элементах 𝒜, называется вероятностным пространством, если выполнены следующие аксиомы:
1) (аксиома неотрицательности)
для любого А𝒜, P(A)0;
2) (аксиома нормированности)
P()=1;
3) (аксиома аддитивности)
для любых А и В𝒜 : ;
4) (аксиома непрерывности)
пусть 𝒜: , тогда 
Функцию P, удовлетворяющую этим аксиомам, называют вероятностной мерой или вероятностью. 
Вероятность обладает следующими свойствами:
1. Если 
2. Если 
3. Для любого события 
4. 
5. 
6. Для любых событий 
7. Для любых событий 
Иногда аксиомы 3 и 4 заменяют одной аксиомой счетной аддитивности:  ≠j
Предположим, что конечно. Любое подмножество  является случайным событием. Пусть  – вероятности исходов . Определим функцию (1)
Очевидно, P(A) определяет некую вероятностную меру. Рассмотрим частный случай. Предположим, что все исходы эксперимента равновозможны. 
Так как . Тогда формула (1) принимает вид
,
где  - мощность множества А. Это равенство называют классическим определением вероятности.
Пусть теперь Ω – область в  c конечным объемом |Ω|. Под событиями будем понимать подобласти Ω, объемы которых можно вычислить. Определим функцию
.
Очевидно, данная функция удовлетворяет всем аксиомам вероятности. Последнее равенство называют геометрическим определением вероятности.

Лекция №3.
Условные вероятности.
Пусть вероятность .
Определение. Условной вероятностью события А при условии, что событие В произошло, называется .
Преобразовывая это равенство, получим теорему умножения:
.
По индукции легко получить теорему умножения для любого конечного числа событий . Пусть  , тогда .
Определение. Группу событий  назовем полной или разбиением, если 
1);
2);
3).
Теорема 1 (формула полной вероятности).
Пусть  - некоторое разбиение, тогда для любого события В имеет место равенство 

Доказательство. Так как  образуют разбиение, то 

причем, слагаемые справа попарно несовместны. По свойству аддитивности вероятности имеем:

Применяя к каждому слагаемому теорему умножения, получим формулу полной вероятности.
Теорема 2 (формулы Байеса). Пусть  некоторое разбиение. Вероятность  . Тогда имеют место формулы:

Доказательство. По определению условной вероятности 

Применяя в числителе теорему умножения, а в знаменателе формулу полной вероятности, получим доказываемую формулу.

Лекция 4
Схема испытаний Бернулли.
Определение. События А и В называются независимыми, если 

Определение. Испытания называются независимыми, если независимы любые события определяемые соответственно в этих испытаниях.
Определение. События  называются независимыми в совокупности, если 

Аналогично определяют понятие независимости в совокупности испытаний.
Определение. Если любые два события из некоторого набора событий независимы, то говорят, что эти события независимы попарно.
Из независимости событий в совокупности следует их попарная независимость. Обратное неверно.
Определение. Пусть проводится n независимых испытаний, в каждом из которых некоторое событие А наступает с постоянной вероятностью p=P(A). Такую схему испытаний называют схемой Бернулли.
Испытания будем называть успешными, если в них А наступило. В противном случае испытание будем называть неудачным. Вероятность неудачи обозначим через q=1-p. 
Обозначим через В событие означающее, что успешными в n испытаниях Бернулли окажутся ровно k испытаний. Вычислим вероятность В. Для нее принято обозначение  
Будем обозначать успех 1, а неудачу 0. Тогда результат всех n испытаний представляет собой вектор ( где 

Рассмотрим исход, приводящий к наступлению события В. Например, вектор (1,…, 1, 0, …, 0), в котором первые k компонент равны 1, а остальные. В силу определения независимости события и испытаний вероятность такого исхода равна  
Очевидно, различных таких исходов, приводящих к В существует ровно  и все эти исходы имеют вероятность  По свойству аддитивности вероятности тогда

Это равенство называют формулой Бернулли.

Лекция 5.
Случайные величины в конечном пространстве.
Предположим, что  - конечное множество. 
Определение. Случайной величиной в пространстве (, 𝒜, P) назовем любую функцию, определенную на . Будем их обозначать буквами X, Y, … 
Простейшим примером случайной величины является характеристическая функция или индикатор случайного события А:

Обозначим через  возможные значения случайной величины X и определим события
.
Так как  – возможное значение X, то .
Кроме того для , так как X – функция.
Поскольку набором  мы охватываем все возможные значения X, то 
.
Таким образом,  Говорят, что оно порождается случайной величиной X.
Рассмотрим минимальную , содержащую в себе элементы , говорят, что она порождается случайной величиной X.
Очевидно, случайную величину X можно представить в виде:



Т. к. , то , причем для любого  следовательно, правая часть в (1) тоже равна .
Обозначим . Очевидно, выполнено равенство:
.
Определение. Таблицу 
	X
	
	
	…
	

	P
	
	
	…
	


называют законом распределения случайной величины X.
Пусть g(x) – произвольная функция, тогда g(X) – случайная величина с законом распределения



Определение. Математическим ожиданием случайной величины X назовем сумму
.
Математическое ожидание обладает следующими свойствами:
1) 

2) Для любых случайных величин , кроме того, 

3) .
4) Если .
Так как .
5) Если .
6) Если известен закон распределения X, то MX можно вычислять как сумму 
.

Определение. Моментом порядка k случайной величины X называется .
По свойству (6) MX для случайной величины  имеем

Тогда, согласно формуле (2):

Определение. Центральным моментом порядка k случайной величины X называется 

Определение. Центральный момент второго порядка называется дисперсией случайной величины X:

Дисперсия обладает следующими свойствами:





 DX = 0.

Лекция №6.
Независимость случайных величин.
Рассмотрим случайные величины X,Y. Пусть - алгебры, порождаемые ими.
Определение.  называются независимыми если любые А и В соответственно  независимы.
Определение. Случайные величины Х и У называются независимыми, если независимы порождаемые ими σ–алгебры.
Теорема 1 (мультипликативное свойство математического ожидания). Пусть случайные величины  независимы, тогда 

Теорема 2 (свойство аддитивности дисперсии). Пусть случайные величины  независимы, тогда 

Рассмотрим произвольную случайную величину Х и некоторое число  Тогда,


По свойствам математического ожидания получаем неравенство Чебышева

Подставив в это неравенство вместо Х величину , получим вариант неравенства Чебышева через дисперсию

Теорема 3 (Чебышев). Пусть  независимые случайные величины, удовлетворяющие условиям . Тогда выполнено соотношение

Доказательство. После простых преобразований с использованием неравенства Чебышева имеем

Следствие. (теорема Бернулли) Рассмотрим схему Бернулли с вероятностью успеха p и неудачи q. Пусть 

Тогда закон распределения  имеет вид


при этом 

 имеет тот же закон распределения, поэтому 
Тогда 

Итак, для  выполнены все условия теоремы Чебышева.
Обозначим через  число успехов в n испытаниях Бернулли. Очевидно, 

По теореме Чебышева для  получаем

Говорят, что относительная частота наступления А в n испытаниях  по вероятности стремится к вероятности А (p).
Утверждения типа теорем Чебышева и Бернулли называют законами больших чисел. 

Лекция 7
Условное математическое ожидание.
Рассмотрим случайные величины Х с возможными значениями  и У с возможными значениями  
Определение. Условным законом распределения случайной величины У при заданном значении Х называется набор вероятностей .
Определение. Условным математическим ожиданием случайной величины У при условии  называется число

Рассмотрим случайную величину, которая для принимает значение Эту случайную величину называют условным математическим ожиданием У относительно Х и обозначают 
Теорема. 
Доказательство. 


Многомерные распределения.
Рассмотрим случайные величины Х с возможными значениями  и У с возможными значениями  
Определение. Совместным законом распределения случайных величин Х и У называется набор вероятностей 
	
	
	
	…
	

	
	
	
	…
	

	
	
	
	…
	

	…
	…
	…
	…
	…

	
	
	
	…
	



Очевидно, что , при этом   
Аналогично определяется совместный закон распределения любого конечного числа случайных величин.
Выразим частные законы распределения через совместный.
Легко заметить, что  Тогда 

Аналогично, 

Обратная задача решается индивидуально в каждом случае. Рассмотрим частный случай, когда Х и У независимы. В этом случае 


Лекция 8
Предельные теоремы в схеме Бернулли

Вычисление вероятности при больших n достаточно громоздки, поэтому необходимо иметь формулы приближенного вычисления. Они предоставляются следующими теоремами.
Теорема 1 (Пуассон).
Пусть в схеме Бернулли при  тогда  
Доказательство. 
Переходя к пределу при, получим

Очевидно,   при  Следовательно, 

Замечание 1. Значения выражения  для всех целых неотрицательных k и фиксированном положительном λ называют законом распределения Пуассона. Эти значения вычислены для различных k и λ и сведены в таблицу. При вычислении вероятности  при большом n и малом p находим  и полагаем 
.
Следующая теорема позволяет вычислять вероятность  при вероятности успеха p не близком ни к нулю, ни к единице.
Теорема 2 (локальная теорема Муавра – Лапласа). Пусть в схеме Бернулли . Тогда равномерно по всем  выполнено предельное соотношение

Теорема 3 (интегральная теорема Муавра – Лапласа).
Пусть  Тогда для любых  
,
Где μ – число успехов в n испытаниях Бернулли.
Замечание 2. Функцию  называют плотностью стандартного нормального распределения. Ее значения для различных x вычислены и затабулированы. При вычислении  при большом n и p не близком ни к нулю, ни к единице, вычисляем  и полагаем 

Замечание 3. Функцию     называют функцией стандартного нормального распределения. Ее значения для различных x вычислены и затабулированы. При вычислении вероятности          достаточно найти     
и положить 

Функция          называется функцией Лапласа. Она связана с функцией стандартного нормального распределения равенством    поэтому при вычислении последней вероятности можно пользоваться таблицами функции Лапласа, поскольку ее приращение на любом промежутке с положительными концами совпадает с приращением функции . Очевидно,  - нечетная функция.


Лекция №9.
Случайные величины.
Пусть Ω – произвольное множество.
Определение. Случайной величиной в пространстве (Ω, 𝒜, P) называется функция X(𝜔), определенная на Ω, для которой (𝜔: X(𝜔)).
Определение. Функцией распределения случайной величины X называется
.    (1)
Пусть    . Рассмотрим событие    =.
По свойствам вероятности 

Очевидно,    . Отсюда легко получить 

то есть    
С учетом этого равенства, получаем



Теорема. Любая функция распределения  обладает свойствами:
1) ;
2) ;
3) 
4) 

Рассмотрим событие   , следовательно, 
.
Отсюда, событие () имеет положительную вероятность, если функция распределения  разрывна в точке x. Так как для любого натурального n существует не более n точек x, для которых    , то любая функция распределения имеет не более счетного множества точек разрыва.
Пусть   - все точки разрыва функции . Обозначим   .
Пусть при этом  , тогда случайная величина X и ее функция распределения называются дискретными.
Примеры.
1) Равномерное распределение на множестве  
.
2) Биномиальное распределение   
.
3) Распределение Пуассона
.
4) Геометрическое распределение     

Определение. Если существует функция   ,  тогда случайную величину X и ее функцию распределения  называют абсолютно непрерывными. Функцию  называют плотностью распределения. Она обладает следующими свойствами:
1) .
2) .
3) .
4) 
Примеры непрерывных распределений:
1)  Равномерное распределение на   

2) Нормальное распределение с параметрами  

3) Стандартное нормальное распределение. Это нормальное распределение с параметрами 

Определение. Распределением вероятностей случайной величины X называется  для любого числового множества B. Если , то получаем функцию распределения X.
Лекция №10.
Многомерные распределения.
Определение. Совместной функцией распределения     называется 

Многомерная функция распределения обладает свойствами аналогичными свойствам одномерной функции распределения.
Теорема. Любая многомерная функция распределения обладает свойствами:
1) по каждому аргументу она непрерывна справа;
2) по каждому аргументу она не убывает;
3) 
4) 
Определение. Совместной плотностью распределения случайных величин     называется функция    из представления

Чтобы найти по      плотность распределения некоторого набора случайных величин из      следует проинтегрировать исходную плотность распределения по переменным, соответствующим случайным величинам, не входящим в этот набор.
Определение. Случайные величины      называются независимыми, если независимы порождаемые ими    σ-алгебры  .
Так как события        являются соответственно элементами σ-алгебр  , то определение независимости        можно сформулировать через совместную функцию распределения. Случайные величины        называются независимыми, если    или через плотность   
Вероятность попадания случайного вектора в некоторое числовое множество B из  через совместную плотность распределения выражается формулой:


Формулы композиции
Рассмотрим независимые случайные величины X и Y. Пусть их плотности распределения и функции распределения соответственно равны
.
Их совместная плотность равна
.
Найдем распределение суммы   .

Осуществляя подстановку , из предыдущей цепочки получаем

Дифференцируя по z, получаем

Формула (1) называется формулой композиции или свертки для функции распределения, а (2) формулой композиции или свертки для плотностей.

Лекция №11.
Общее определение математического ожидания.

Определение. Случайную величину X называют простой, если она представима в виде

где     образуют разбиение.
Определение. Математическим ожиданием простой случайной величины X назовем 
.
Далее определяем математическое ожидание неотрицательной случайной величины. Пусть  
Определение. Математическое ожидание случайной величины X определим как предел

последовательности простых случайных величин .
В качестве такой последовательности можно взять, например,
.
Пусть теперь X – произвольная случайная величина. Обозначим 
,
.
Тогда   .
Определение. Положим   
Можно показать, что математическое ожидание простой случайной величины не зависит от ее представления, а математическое ожидание неотрицательной случайной величины не зависит от выбора последовательности простых случайных величин.
Введенное понятие математического ожидания обладает следующими свойствами:
1) если      существуют, то существует и , при этом
,
для любого числа с    
2) если    , 
если   
3) если    ,
если     .
Независимые случайные величины, как и в конечном пространстве, обладают свойством мультипликативности. Кроме того, имеют место теоремы о предельном переходе под знаком математического ожидания.
Теорема 1 (о монотонной сходимости). Пусть   .
Теорема 2 (о мажорируемой сходимости). Пусть при     , причем для любого n  ,    , тогда  

Лекция №12
Формулы вычисления математического ожидания.
Теорема. Если случайная величина X имеет плотность распределения p(x) и 


Доказательство. Пусть  
где   . Отсюда 

Получим следующие оценки для .



В итоге, получаем двойное неравенство:

Переходя к пределу, получим:

Теперь рассмотрим произвольную случайную величину X.



Выразим плотности случайных величин  . Очевидно 

Так как  , то 

Из первой части доказательства имеем 

,
следовательно,

Рассмотрим случайную величину  . Тогда, аналогично предыдущему,  можно вычислять по формуле
.

Лекция №13
Характеристические функции.
Рассмотрим случайные величины X и Y, тогда      комплекснозначная случайная величина.
Определение. Характеристической функцией случайной величины X назовем
.
По формулам Муавра =. Согласно формулам вычисления математического ожидания, характеристическую функцию непрерывного распределения с плотностью p(x) находим по формуле:
.
Если случайная величина дискретна, то .
Любая характеристическая функция обладает свойствами:
1) она ограничена, причем  ;
2) она равномерно непрерывна;
3) если Y=aX+b и =, тогда =.
4) пусть  независимы, тогда 

5) .
6) , тогда , по крайней мере,  раз дифференцируема, при этом   . Кроме того, имеет место представление


Определение. Говорят, что последовательность функции распределения  слабо сходится к функции распределения    , если      для любой точки непрерывности предельной функции.
Следующий пример показывает, что слабая сходимость не совпадает с обычной сходимостью. Пусть   ,   тогда   . Отсюда 



следовательно, в точке x=0 нет сходимости. 
Рассмотрим некоторую последовательность функции распределения    - соответствующая последовательность характеристических функций. Имеет место теорема непрерывности: 
Теорема 1 (прямая теорема непрерывности). Если 
 в каждой точке t.
Теорема 2 (обратная теорема непрерывности). Если  в каждой точке t, причем  непрерывна в нуле, тогда 
.




Лекция №14
Центральная предельная теорема.
Определение. Говорят, что для последовательности  независимых случайных величин выполнена центральная предельная теорема, если имеет место предельное соотношение

Прежде чем доказать центральную предельную теорему, вычислим характеристическую функцию стандартного нормального распределения. 



Получили простейшее дифференциальное уравнение
.
Решением его является
.


Для нахождения C воспользуемся свойством характеристических функций 
.
Итак, 

Теорема. Пусть    - последовательность независимых одинаково распределенных случайных величин, с конечными   , тогда имеет место центральная предельная теорема.

Доказательство. Обозначим   .
Пусть    По свойству (6) характеристических функций
.
Введем еще обозначение    требуется доказать предельное соотношение
.
Сделаем это методом характеристических функций. 

Вычислим предел

Согласно обратной теоремы непрерывности, имеем

Так как  всюду непрерывна, то сходимость наблюдается во всех точках x, ч. т. д.


Лекция №15
Лемма Бореля-Кантелли.
Рассмотрим последовательность событий ,   (1)   и определим множества:
,
.
Можно показать, что 

Таким образом,  являются случайными событиями. Если , то говорят, что  является пределом последовательности (1).

Монотонные последовательности всегда имеют предел. Пусть 

В этом случае .
Пусть теперь , тогда .
Рассмотрим последовательности :




По аксиоме непрерывности отсюда следует



Лемма. Если   , тогда . Если же расходится ряд

.
Доказательство. Рассмотрим целочисленную случайную величину

значениями которой являются натуральные числа, равные числу наступивших из последовательности (1) событий. 

Следовательно, X конечна   . Поэтому 








Лекция №16
Усиленный закон больших чисел.
Имеет место
Теорема (Колмогоров). Пусть   , …   - последовательность независимых случайных величин с конечными математическими ожиданиями

где   тогда выполняется усиленный закон больших чисел
  почти наверное.
Ниже мы приведем более сильный результат, принадлежащий также Колмогорову. Прежде докажем лемму.
Лемма (критерий конечности математического ожидания).
Для того, чтобы случайная величина X имела конечное математическое ожидание 
,
необходимо и достаточно, чтобы сходился ряд   .
Доказательство. Воспользуемся представлением
.
Отсюда легко получить оценки


Оценим суммы слева и справа.


Подставляя (2) и (3) в (1), получим

Теорема. Пусть        - независимые одинаково распределенные случайные величины. Для усиленного закона больших чисел 
, почти наверное,
необходимо и достаточно, чтобы    .


Лекция №17
Смешанные моменты случайных величин.
Определение. Ковариацией случайных величин X и Y называется 
.
Если , то говорят, что X и Y некоррелированы. Очевидно, из независимости случайных величин следует их некоррелированность. Покажем, что из некоррелированности не следует независимость случайных величин.
Пример. Пусть случайная величина α имеет распределение
	α
	0
	
	π

	P
	
	
	



Рассмотрим случайные величины    .   Законы распределения их соответственно равны
	X
	-1
	0
	1

	P
	
	
	




	Y
	0
	1

	P
	
	



Очевидно,   . При любом значении   α   XY   принимает значение 0. Следовательно,
.
Таким образом, . Но при этом X и Y зависимы.
Докажем неравенство Коши-Буняковского:

Сначала предположим, что . Обозначим 
 ;    .
Применим к этим величинам известное неравенство 

Отсюда, по свойствам математического ожидания


Подставим в это неравенство вместо Х и У соответственно центрированные величины:

Тогда получим 
 – неравенство Коши-Буняковского через ковариацию.
Пусть Y – линейная функция от Х:     Y тогда


В этом случае в неравенстве Коши-Буняковского достигается равенство. Верно и обратное утверждение. Оно будет доказано ниже.


Лекция 18
Уравнение линейной регрессии.
Рассмотрим случайные величины Х и У. Предположим, что они хотя бы коррелированы.
Рассмотрим задачу. Наблюдается случайная величина Х и по этим наблюдениям определяется У. 
Определение. Любая функция от Х называется оценкой для У. 
Определение. Среднеквадратической ошибкой   называется 

Определение. Оценка, имеющая минимальную среднеквадратическую ошибку, называется оптимальной.
Найдем оптимальную оценку в классе всех линейных оценок. 
Пусть  Решим экстремальную задачу:

Для этого решим систему:








Определение. Коэффициентом корреляции называется 

Из неравенства Коши-Буняковского следует 
Из (2) с учетом определения коэффициента корреляции имеем

(1), (2) и (3) называются уравнениями линейной регрессии. Они выражают оптимальную оценку в классе линейных оценок. Найдем среднеквадратическую ошибку оптимальной оценки.

Итак, 
1) если Х и У независимые случайные величины, то .
Если  (в неравенстве Коши-Буняковского достигается равенство), то по свойствам математического ожидания с вероятностью 1    



Ш. Методические указания по подготовке к семинарским и практическим занятиям.
Практическое занятие - это форма организации учебного процесса, предполагающая выполнение студентами по заданию и под руководством преподавателя ряда практических работ.  Для подготовки студентов к предстоящей трудовой деятельности важно развить у них интеллектуальные умения - аналитические, проектировочные, конструктивные, поэтому характер заданий на занятиях должен быть таким, чтобы студенты были поставлены перед необходимостью анализировать процессы, состояния, явления, проектировать на основе анализа свою деятельность, намечать конкретные пути решения той или иной практической задачи. В качестве методов практического обучения профессиональной деятельности широко используются анализ и решение производственных ситуационных задач, деловые имитационные игры.
Целью практических занятий является формирование практических умений и навыков - учебных или профессиональных,  необходимых  в последующей деятельности. Практические занятия занимают преимущественное место при изучении дисциплин гуманитарного, социального и экономического, а также профессионального циклов. 
Студенты должны приходить на практическое занятие, предварительно подготовившись к нему.	Самостоятельность работы студентов при подготовке к практическому занятию и непосредственно на практическом занятии обеспечивается наличием методических указаний для каждого практического занятия, в которых указываются:
- тема занятия;
- цель занятия (зачем необходимо усваивать учебный материал данной темы);
- задачи занятия (конкретные компетенции, которые студент должен приобрести);
- учебные вопросы, разбираемые на занятии;
- методы проведения занятия, формы контроля и хронологическая карта занятия.
Как правило, структура практических занятий состоит из  вступления преподавателя; ответов на вопросы студентов по неясному материалу;  практической части как плановой и  заключительного слова преподавателя. 
Цель занятий должна быть ясной и понятной студентам. Главное в организации практических занятий это правильное распределение легких и трудных задач, чтобы студенты постоянно ощущали нарастание сложности выполняемых заданий. Большое значение имеют индивидуальный подход. Студенты должны получить возможность раскрыть и проявить свои способности, свой личностный потенциал. Поэтому при разработке заданий и плана занятий преподаватель должен учитывать уровень подготовки и интересы каждого студента группы, выступая в роли консультанта и не подавляя самостоятельности и инициативы студентов.
По курсу русского языка и культуры речи проводятся практические занятия в объеме двух или четырёх часов в неделю. 
В начале практического занятия следует обратить на теоретические вопросы по теме занятия. Первоначально идет изложение теоретического материала темы занятия. Затем в ряде вопросов преподавателя следует сконцентрировать внимание на основных идеях темы занятия. Вопросы должны включать в себя различные вариации элементарных ситуаций, отображающих основные идеи темы занятия в их взаимной взаимосвязи. Задаваемые вопросы должны быть короткими и максимально проявлять в студентах их сообразительность. 
После предварительной части следует начинать выполнять задания, имеющих более длинные сценарии взаимодействия основных идей темы занятия. При этом следует избегать трудоемких заданий, включающих освоение незначительного материала. В процессе выполнения задания следует всегда увязывать практическую составляющую задания с теоретическими основами изучаемой темы и добиваться понимания изучаемого материала. 

Содержание практических занятий: 
5 семестр

ТЕМА №1: Непосредственное вычисление вероятностей. Комбинаторные задачи (2 часа). 
Аудиторные задания: №№ 1-5[1, с. 30], №№ 1-10 [2].
Задания на дом: №№  6-8[1, c.30-31], №№ 15-17[2].

ТЕМА №2:  Классическое определение вероятности.  Условные вероятности. Геометрические вероятности. Частота событий (4 часа). 
Аудиторные задания №№  1-5[1, с.36], 1-6[1, с. 47]
Задания на дом: №№  50-55, 80-81 [2]

ТЕМА №3: Формулы полной вероятности и Байеса. Независимость случайных событий (2 часа). 
Аудиторные задания №№1-13 [1, с.53-55]
Задания на дом: №№ 90-93, 106-108  [2]

ТЕМА №5: Схема испытаний Бернулли. Предельные теоремы в схеме Бернулли.  (4 часа). 
Аудиторные задания: №№ 1-11[1, с.63]
Задания на дом: №№ 110-112, 126[2]

ТЕМА №6: Законы распределения дискретных случайных величин, функции распределения и плотности распределения случайных величин.  (4 часа). 
Аудиторные задания: №№  1-10[1, с.74-75]
Задания на дом: №№ 164-170[2]

ТЕМА №7:  Условные распределения. Условное математическое ожидание. Числовые характеристики случайных величин. Математическое ожидание, дисперсия и их свойства. 
 (4 часа). 
Аудиторные задания: №№  1-12[1, с. 100]
Задания на дом: №№  193-200[2]

ТЕМА №8:  Числовые характеристики непрерывных случайных величин. Математическое ожидание, дисперсия и их свойства. (2 часа). 
Аудиторные задания: №№ 1-4[1, с. 124]
Задания на дом: №№  210-215[2]

ТЕМА №9: Вычисление функций распределения и плотностей распределения сумм независимых случайных величин. (2 часа). 
Аудиторные задания: №№  1-8[1, с. 148]
Задания на дом: №№ 376-377[2 ]

ТЕМА №10: Вычисление моментов случайных величин. (2 часа). 
Аудиторные задания: №№ 231-235 [2]
Задания на дом: №№   236-238[2]

ТЕМА №11: Закон больших чисел. Достаточные условия. Применение неравенства Чебышева. 
 (2 часа). 
Аудиторные задания: №№ 1-3[1, с.110]
Задания на дом: №№ 236-240[2]

ТЕМА №11: Предельные теоремы для сумм независимых случайных величин. (2 часа). 
Аудиторные задания: №№  1-4,6,8 [1, с.147-148]
Задания на дом: №№ 5, 7,9  [1, с.148 ]

ТЕМА №12: Методы оценивания функций распределения и плотностей. (2 часа). 
Аудиторные задания: №№  1,3 [1, с. 155], 5,6,7,8 [1, с.186]
Задания на дом: №№  2,4 [1, с. 155], 1-4 [1, с. 186]
6 семестр
ТЕМА №1: Статистическая модель. Элементы выборочной теории. (4 часа). 
Аудиторные задания: №№ 1,2  [1, с.196]
Задания на дом: №№ 2[ 1, с.196]

ТЕМА №2: Статистические оценки. Методы точечного оценивания. (4 часа). 
Аудиторные задания: №№ 1,3,5 [1, с.235-236]
Задания на дом: №№ 2,4,6,7 [1, с.236 ]

ТЕМА №3: Статистические оценки. Методы  интервального оценивания. (4 часа). 
Аудиторные задания: №№ 8,,10,11,14, 16 [1, с.236]
Задания на дом: №№ 9,12,13,15 [1, с.236 ]

ТЕМА №4: Проверка статистических гипотез (4 часа). 
Аудиторные задания: №№ 1,4,6,7,9[1, с.346,347]
Задания на дом: №№2, 3, 5[1, с. 346,347 ]

ТЕМА №5:  Линейная регрессия. Метод наименьших квадратов (4 часа). 
Аудиторные задания: №№  535 [2]
Задания на дом: №№ 536 [2 ]

ТЕМА №6: Нелинейная регрессия. Метод наименьших квадратов (4 часа). 
Аудиторные задания: №№537,538 [2]
Задания на дом: №№ 539[2]



Методические указания по проведению семинарских/практических занятий по дисциплине «ТЕОРИЯ ВЕРОЯТНОСТЕЙ И МАТЕМАТИЧЕСКАЯ СТАТИСТИКА»


Курс «Теория вероятностей и математическая статистика» читается в течение двух семестров по два часа в неделю и проводятся практические занятия в объеме два часа в неделю. 
В начале занятия рекомендуется рассмотреть соответствующий теоретический материал. Если практические занятия опережают лекции, то преподавателю необходимо объяснить основные понятия, привести математические формулы и алгоритмы решения. В противном случае повторение теории лучше построить в форме опроса студентов. Все задачи следует подробно разбирать со студентами у доски.
В течение семестра проводятся контрольные работы по практическим занятиям.

Методические указания для преподавателей по проведению практических занятий  в активной и интерактивной форме
по дисциплине «Теория вероятностей и математическая статистика»

«Реализация компетентностного подхода должна предусматривать широкое использование в учебном процессе активных и интерактивных форм проведения занятий  в сочетании с внеаудиторной работой с целью формирования и развития профессиональных навыков обучающихся.  
Удельный вес занятий, проводимых в интерактивных формах, определяется главной целью программы, особенностью контингента обучающихся и содержанием конкретных дисциплин. В целом в учебном процессе они должны составлять не менее 20 процентов аудиторных занятий (ФГОС по направлению 01.03.01- Математика, утвержден приказом Министерства образования и науки Российской Федерации от 07.082014 г.,  № 943). 
Учебный план подготовки бакалавра по направлению 01.03.01- Математика, утвержденный ученым советом ФГБОУ ВПО «Северо-Осетинский государственный университет» от 14.11.2014 г., протокол № 3, предусматривает проведение занятий в интерактивной форме по дисциплине «Теория вероятностей и математическая статистика» в объеме 288 ч. на ДО.
Интерактивное обучение – прежде всего обучение в сотрудничестве. Все участники образовательного процесса (преподаватель, студенты) взаимодействуют друг с другом, обмениваются информацией, совместно решают проблемы, моделируют ситуации. Причем происходит это в атмосфере доброжелательности и взаимной поддержки, что позволяет не только получать новое знаний, но и развивает саму познавательную деятельность.
Интерактивное обучение – это специальная форма организации познавательной деятельности. Она имеет в виду вполне конкретные и прогнозируемые цели:
· повышение эффективности образовательного процесса, достижение высоких результатов;
· усиление мотивации к изучению дисциплины;
· формирование и развитие профессиональных навыков обучающихся;
· формирование коммуникативных навыков;
· развитие навыков анализа и рефлексивных проявлений;
· развитие навыков владения современными техническими средствами и технологиями восприятия и обработки информации;
· формирование и развитие умения самостоятельно находить информацию и определять ее достоверность;
· сокращение доли аудиторной работы и увеличение объема самостоятельной работы студентов.
Интерактивные формы применяются при проведении аудиторных занятий, при самостоятельной работе студентов и других видах учебных занятий на всех уровнях подготовки (бакалавр, специалист, магистр), а также при повышении квалификации. Удельный вес занятий, проводимый в активных и  интерактивных формах, определяется каждой ООП, особенностью контингента обучающихся и содержанием конкретных дисциплин, и в целом в учебном процессе они должны составлять не менее 20% аудиторных. Объем часов, отводимых на интерактивные формы обучения, должен быть предусмотрен учебным планом и отражен в тематическом плане Учебно-методического комплекса дисциплины.
Особенности интерактивного обучения: 
1.	Образовательный процесс организован таким образом, что практически все учащиеся оказываются вовлеченными в процесс познания, они имеют возможность понимать и рефлектировать по поводу того, что они знают и думают. Совместная деятельность студентов в процессе познания, освоения образовательного материала означает, что каждый вносит свой особый индивидуальный вклад, идет обмен знаниями, идеями, способами деятельности. Причем, происходит это в атмосфере доброжелательности и взаимной поддержки, что позволяет не только получать новое знание, но и развивает саму познавательную деятельность, переводит ее на более высокие формы кооперации и сотрудничества.
2.	Основные методические принципы интерактивного обучения:
•	тщательный подбор рабочих терминов, учебной, профессиональной лексики, условных понятий;
•	всесторонний анализ конкретных практических примеров управленческой и профессиональной деятельности, в котором обучаемые выполняют различные ролевые функции;
•	поддержание всеми обучаемыми непрерывного визуального контакта между собой;
•	выполнение на каждом занятии одним из обучающихся функции руководителя, который инициирует обсуждение учебной проблемы;
•	активное использование технических учебных средств, в том числе слайдов, фильмов, роликов, видеоклипов, интерактивной доски, с помощью которых иллюстрируется учебный материал;
•	постоянное поддержание преподавателем активного внутригруппового взаимодействия, снятие им напряженности;
•	оперативное вмешательство преподавателя в ход дискуссии в случае возникновения непредвиденных трудностей, а также в целях пояснения новых для слушателей положений учебной программы; 
•	интенсивное использование индивидуальных занятий (домашние задания творческого характера) и индивидуальных способностей в групповых занятиях;
•	осуществление взаимодействия в режиме строгого соблюдения сформулированных преподавателем норм, правил, поощрений (наказаний) за достигнутые результаты;
•	обучение принятию решений в условиях жесткого регламента и наличия элемента неопределенности информации.
3.	Интерактивное обучение предполагает:
•	Регулярное обновление и использование электронных учебно-методических изданий;
•	Использование для проведения учебных занятий современные мультимедийные средства обучения;
•	Формирование видеотеки с курсами лекций и бизнес-кейсами;
•	Проведение аудиторных занятий в режиме реального времени посредством Интернета, когда студенты и преподаватели имеют возможность не только слушать лекции, но и обсуждать ту или иную тематику, участвовать в прениях и т.д.
В ФГОС ВПО приводятся некоторые виды интерактивных форм обучения: 
· Деловые и ролевые игры;
· Психологические и иные тренинги;
· Групповая, научная дискуссия, диспут;
· Дебаты;
· Кейс-метод;
· Метод проектов;
· Мозговой штурм;
· Портфолио;
· Семинар в диалоговом режиме (семинар - диалог);
· Разбор конкретных ситуаций;
· Метод работы в малых группах (результат работы студенческих исследовательских групп);
· Круглые столы;
· Вузовские, межвузовские видео – телеконференции;
· Проведение форумов;
· Компьютерные симуляции;
· Компьютерное моделирование и практический анализ результатов;
· Презентации на основе современных мультимедийных средств;
· Интерактивные лекции;
· Лекция пресс-конференция;
· Бинарная лекция (лекция вдвоем);
· Лекция с заранее запланированными ошибками;
· Проблемная лекция.
В рамках дисциплины «Теория вероятностей и математическая статистика» используются такие интерактивные методы обучения, использование мультимедийных средств с интерактивными приложениями для решения практических задач.

III. Контроль знаний (фонд оценочных средств)

4.1 БАЛЛЬНАЯ СТРУКТУРА ОЦЕНКИ


	Форма контроля
	Мин. кол-во баллов
	Макс. кол-во баллов

	Текущая оценка студента в течение 1-7 недели состоит из:
	0
	20

	 Выполнения заданий на практических занятиях
	
	7

	 Выполнения домашних заданий
	
	3

	 Самостоятельных работ
	
	10

	1-я рубежная письменная контрольная работа
	0
	30

	Текущая оценка студента в течение 9-15 недели состоит из:
	0
	20

	 Выполнения заданий на практических занятиях
	
	7

	 Выполнения домашних заданий
	
	3

	 Самостоятельных работ
	
	10

	2-я рубежная письменная контрольная работа
	0
	30

	                                                                                           Итого
	0
	100






4.2.  Вопросы к зачету по дисциплине «Теория вероятностей и математическая статистика»

Вопросы к зачету ( 5 семестр)

1. Вероятностное пространство
2. A и В некоторые события. Доказать равенство A\B=AB.
3. Системы аксиом.
4. A и В некоторые события. Доказать равенство AC\B=(A\B)C.
5. Условные вероятности.
6. 
A и В некоторые события. Доказать равенство .
7. Схема Бернулли. Теорема Пуассона.
8. Точка А равномерно распределена в прямоугольнике {(x,y); 0≤x≤a, 0≤y≤b} (0<a<b). Найти вероятность того, что абсцисса А меньше ординаты.
9. Локальная теорема Муавра-Лапласа.
10. Из множества {1, 2, …, 30}  выбирают 5 различных чисел. Найти вероятность того, что 2 из них делятся на 3.
11. Интегральная теорема Муавра-Лапласа.
12. Случайные величины в конечном пространств.
13.  Из множества {1, 2, …, 30} выбирают пять различных чисел. Найти вероятность того, что три из них четные.
14. Из множества {1, 2, …, 30}  выбирают 5 различных чисел. Найти вероятность того, что 2 из них кратны 4
15. Независимость случайных величин.
16. Закон больших чисел. 
17. Многомерные распределения.
18. Точка А равномерно распределена в прямоугольнике {(x,y); 0≤x≤a, 0≤y≤b} (0<a<b). Найти вероятность того, что абсцисса А больше ординаты.
19. Точка А равномерно распределена в единичном квадрате. Найти вероятность того, что абсцисса А больше 1/3 и меньше ординаты
20. Из множества {1, 2, …, 30}  выбирают 5 различных чисел. Найти вероятность того, что 4 из них четные и кратны 3.
21. Из множества {1, 2, …, 30}  выбирают 5 различных чисел. Найти вероятность того, что 3 из них нечетные и кратны 5
22. Из колоды карт в 36 листов случайно извлекли 5 карт. Найти вероятность того, что среди них 2 пиковые.
23. Из колоды карт в 36 листов случайно извлекли 5 карт. Найти вероятность того, что среди них 2 пиковые и 2 бубновые.
24. Из урны, в которой 3 красных и 2 синих шаров, удалили один шар неизвестного цвета. Затем из нее  извлекли один шар. Найти вероятность того, что он красный.
25. Из урны, в которой 3 красных и 2 синих шаров, удалили один шар неизвестного цвета. Затем из нее  извлекли один шар. Найти вероятность того, что он синий.
26. В первой урне 2 красных и 1 синий шар. Во второй 3 красных и 1 синий. Из первой во вторую урну переложили один шар. Затем, из второй урны извлекли один шар. Найти вероятность того, что он красный.
27. В первой урне 2 красных и 1 синий шар. Во второй 3 красных и 1 синий. Из первой во вторую урну переложили один шар. Затем, из второй урны извлекли один шар. Найти вероятность того, что он синий.

Вопросы к экзамену  (6 семестр)


1. Формулы композиции.
2. Условное математическое ожидание.
3. Общее определение математического ожидания.
4. Теорема о монотонной сходимости.
5. Теорема о мажорируемой сходимости.
6. Формулы вычисления математического ожидания.
7. Характеристические функции.
8. Центральная предельная теорема.
9. Лемма Бореля-Кантелли.
10. Различные виды сходимости.
11. Критерий конечности математического ожидания.
12. Теорема Колмогорова.
13. Случайная величина имеет равномерное распределение в промежутке [0, 3]. Вычислить вероятность того, что в трех независимых испытаниях случайная величина хотя бы один раз примет значение из [0, 1].
14. Случайная величина имеет равномерное распределение в промежутке [0, 3]. Вычислить вероятность того, что в трех независимых испытаниях случайная величина не менее двух раз примет значение из [0, 1].
15. Случайная величина Х имеет равномерное распределение в [0, 4]. Найти плотность распределения Х. Вычислить D(X).
16. Случайная величина Х имеет равномерное распределение в [-1, 4]. Найти плотность распределения Х. Вычислить D(X).
17. Случайная величина Х имеет равномерное распределение в [1, 5]. Найти плотность распределения Х. Вычислить D(X).
18. 
Монету подбрасывают до выпадения герба. Составить закон распределения случайной величины Х – числа подбрасываний. Вычислить .

Методические рекомендации по выполнению контрольных работ 
по дисциплине «Теория вероятностей и математическая статистика»
Курс  читается в течение семестра по четыре часа в неделю. В конце семестра по курсу проводится зачет. В течение семестра проводятся контрольные работы по практическим занятиям. Также студентам выдаются индивидуальные задания.


[bookmark: _Toc211183615][bookmark: _Toc211338552]Примерные задания для контрольных работ
Контрольная работа №1 (модуль 1)
1. Набирая номер телефона, абонент забыл две последние цифры. Какова вероятность того, что он с первого раза наберет правильно, если он помнит, что они различны?
2. «Домино». Из полного набора 28 костей домино последовательно наудачу извлекаются 2 кости. Найти вероятность того, что вторую кость можно приставить к первой, если первая кость – дубль.
3. Вероятность попадания в цель первый стрелком равна 0,8, вторым 0,7. Стрелки делают по одному выстрелу по цели одновременно. Определить вероятность того, что цель будет поражена, если стрелки стреляют независимо друг от друга.
4. Имеется три одинаковые урны. В первой 2 белых и 1 черный шар; во второй – 3 белых и 1 черный; в третьей – 2 белых и 2 черных шара. Найти вероятность того, что шар, извлеченный из наудачу выбранной урны, окажется белым.
5. В партии 40 изделий, из которых 10 бракованных. Случайным образом отобрано 4 изделия. Найти вероятность того, что среди них 1 изделие браковано.
6. Произведено 8 независимых испытаний, в каждом из которых вероятность появления события А равна 0,1. Найти вероятность того, что событие А появится хотя бы 2 раза.
7. Монету бросают 6 раз. Найти вероятность того, что герб выпадет не менее двух раз.
8. Из полного набора карт (36) выбирают 4 карты. Найти вероятность того, что все они окажутся одной масти.

Контрольная работа №2 (модуль 2)
1. 

Задана дискретная случайная величина  законом распределения: . Вычислить 
2. 

Написать дифференциальную и интегральную функции показательного распределения, если параметр , построить их графики. Найти .
3. 




Имеются две случайные величины  и . Известно, что . Найти, чему равно , где .
4. Устройство состоит из 10 независимо работающих элементов. Вероятность отказа каждого элемента равна 0,2. Пользуясь неравенством Чебышева, оценить вероятность того, что абсолютная величина разности между числом отказавших элементов и средним числом (математическим ожиданием) отказов окажется не меньше трех.
5. 

Дана функция распределения  Найти вероятность того, что случайная величина Х примет значение из промежутка .
6. 



Дискретные независимые случайные величины заданы распределениями: и . Найти  и доказать, что , составив закон распределения Х+У.
7. Дискретная случайная величина Х имеет два возможных значения х1 и х2 , х2>х1. р(х1)=0,6. Найти закон распределения Х, если М(Х)=1,4, D(Х)=0,24.

Контрольная работа №3 (модуль 3)
1.  Найти выборочное среднее статистического распределения 
	xi
	0
	1
	2
	3

	ni
	2
	3
	3
	2



2. Чему равно значение эмпирической функции распределения F*(0,5),построенной по статистическому распределению
	xi
	0
	1
	2
	3

	ni
	2
	3
	3
	2




3. Вычислить выборочную дисперсию по статистическому распределению выборки
	xi
	1
	2
	3

	ni
	3
	5
	2



4.  Вычислить несмещенную оценку дисперсии по статистическому распределению выборки, округлив ее до сотых
	xi
	1
	2
	3

	ni
	3
	5
	2




Контрольная работа №4 (модуль 4)

1. Найти  оценку методом моментов математического ожидания по выборке
	xi
	0
	1
	2
	3

	ni
	2
	3
	3
	2



2. Чему равна несмещенная оценка математического ожидания генеральной совокупности, из которой извлечена выборка
	xi
	-2
	0
	2
	3

	ni
	1
	4
	4
	1



3. Найти значение эмпирической функции распределения F*(0,5),построенной по статистическому распределению
	xi
	0
	1
	2
	3

	ni
	2
	3
	3
	2



4. Найти значение эмпирической функции распределенияF*(0),построенной по статистическому распределению
	xi
	-1
	2
	3
	4

	ni
	3
	2
	3
	2



5. Вычислить несмещенную оценку дисперсии по статистическому распределению выборки, округлив ее до целых
	xi
	1
	2
	3

	ni
	3
	5
	2



Промежуточные контрольные работы

Вариант 1.

1. Найти вероятность того, что дни рождения 12 человек приходятся на разные месяцы года, считая, что рождение любого из них приходятся на каждый месяц с равной вероятностью.
2. 
Баскетболист дважды совершает по два штрафных броска. Считаем, что броски независимы с вероятностью попадания р в каждом. Какова вероятность не менее трех попаданий? Вычислить ее при: 1) p = q; 2) .
3.    2. Вероятность хотя бы одного появления события A при двух независимых испытаниях P =  = 0.84. Испытания считаются успешными, если A происходит хотя бы раз в трех испытаниях. Вычислить вероятность успеха в испытаниях. Какова вероятность того, что событие A в первый раз произойдет на третьем испытании?
4.    3. Симметричную монету бросают 6 раз подряд. Найти  вероятности событий:
1) А: выпадет 0,1,5,6 гербов, В: дополнительное событие;
2) А: выпадет 0,1,2,5,6 гербов, В: дополнительное событие.
Какая вероятность больше при p = q?
5. Проверить независимость следующих событий:
A:  в 4-х независимых равновероятных испытаниях Бернулли в первый раз выпадет герб,
B:  в 4-х независимых равновероятных испытаниях Бернулли выпадет нечетное число гербов.
Вариант 2
1. Найти вероятность того, что в семье с двумя детьми оба ребенка мальчики в предположении
2. а) старший ребенок мальчик,		б) по крайней мере один из детей – мальчик.
3. Считаем каждое сочетание детей равновероятным. 
3. 
Известно, что ответом в задаче, предложенной студенту, является одно из чисел 1,…, с, и студент в силу своей подготовки выбирает правильный путь решения задачи с вероятностью , и тогда обязательно получает правильный ответ. Если же он ошибается в выборе пути решения, то в результате может получиться любое число от 1 до c с равной вероятностью.
4.    Какова вероятность гипотезы Н, что студент правильно решил задачу при условии, что он получил правильный ответ?
5.    Доказать по индукции формулу умножения вероятностей: P(A1...An) = P(A1)P(A2A1)...P(An A1A2...An1).
6.    В каком случае событие (случайная величина) независимо само от себя?

Вариант 3
1. 


Пусть p,X1,X2,... независимы, все , p имеет геометрическое распределение с параметром р. Доказать, что , то есть сумма экспоненциальных с.в. в “геометрическом числе” будет экспоненциальной с.в. с параметром ap (использовать формулу полной вероятности подобно решению примера 111).
2. Сформулировать в форме рандомизации.
3. 

Найти математическое ожидание, второй момент и дисперсию с.в. Бернулли. Используя свойства ожидания и дисперсии, найти M и D.
4. Задача о встрече. Пара влюбленных работает в разных, но близко расположенных фирмах. Обеденный перерыв длительностью в один час, с 13 до 14 часов, они стремятся использовать для встречи друг с другом в близлежащем кафе. Но в силу производственных причин они уходят на перерыв в случайное время и, придя в кафе, каждый может ждать другого полчаса (варианты: 20 или 40 мин.). Какова вероятность того, что они встретятся? Точно сформулировать эту задачу и вычислить вероятности во всех трех случаях (использовать решение примера 108).
5. Доказать, что cov(G,G2) = 0.

Вариант 4
1. 
Вероятность поражения мишени при одном выстреле  Стрелок получает приз в том случае, если он поражает мишень с первого или второго выстрела. Найти вероятность получения приза. Найти распределение, ожидание и дисперсию числа полученных призов двумя такими стрелками.
2. Дискретная равномерная с.в. принимает значения 0, 1,..., n. Найти: а) ее математическое ожидание и дисперсию; б) ее ожидание при условии, что значение 0 не принимается.
3. 
Капитан Жеглов и лейтенант Шарапов, герои фильма «Место встречи изменить нельзя», в поисках подходящей кандидатуры Ани, подруги «Фокса», просматривают картотеку преступниц. Каково среднее число карточек, которые должны посмотреть Жеглов с Шараповым до первого успеха в поисках подходящей кандидатуры Ани, если вероятность обнаружения подходящей кандидатуры для каждой карточки равна ?
4. Пусть в течение гарантийного срока, равного двум годам, ломается 5% компьютеров. Считая, что срок службы компьютера – экспоненциально распределенная случайная величина и вероятность двухлетней безотказной работы равна частоте, вычислить: а) ее математическое ожидание;  б) вероятность того, что компьютер проработает не менее 10 лет. Какова размерность параметра a?

Вариант 5
1. В результате аварии энергетического блока вся система связи центра управления вынуждена перейти к использованию запасного генератора. Вся система имеет n = 200 потребителей, независимых и близких по характеристикам. За время ремонта энергоблока каждый потребитель израсходует в среднем а = 180 единиц энергии со среднеквадратическим отклонением  = 20.
1. Считая, что за время ремонта запасной источник сможет обеспечить 44000 условных единиц энергии, установить, можем ли мы быть уверены на 95%, что энергии хватит всем?
2. Задача о конкуренции. Две конкурирующие железнодорожные компании имеют по одному поезду, курсирующему между двумя городами, время отправления и прибытия их почти совпадают. Оба поезда примерно одинаково оборудованы и предоставляют примерно равный объем услуг.
3.    Предположим, что n = 1000 пассажиров независимо и наугад с равной вероятностью выбирают поезд. Каково должно быть число мест в каждом поезде, чтобы их хватило всем пассажирам, считая что каждая компания выбирает уровень риска равный  (=0.01, 0.1, 0.2)? Получить ответ при уточняющей поправке в предельной теореме Мувра-Лапласа и без нее. Какова добавочная поправка в аргументе нормального распределения?
4.   Какова вероятность рk того, что из n = 500 человек, выбранных наугад, k человек родились в день нового года? Число дней в году считать равным 365, вычислить рk для k = 0, 1, 2.
5. 
   Сравнить точные значения рk с приближенными по теореме Пуассона и вычислить абсолютные погрешности .

Вариант 6

1. Стрелок высокого класса производит выстрел по вертикально висящей прямоугольной мишени со сторонами 2a по горизонтали и 2b по вертикали. Стрелок целится в центр мишени. Найти вероятность того, что стрелок попал в мишень, если среднеквадратическое отклонение по горизонтали x = a/3, а по вертикали y = b/2.5.
2. Экзамен по математике в первом семестре закончился со следующими результатами: (см. ведомость). Считая оценки студентов независимыми и одинаково распределенными случайными величинами, оценить математическое ожидание и дисперсию этой величины. Рассмотрев случайную величину с такими же характеристиками, оценить число студентов, рискующих получить неудовлетворительные оценки на следующем экзамене.
3. 
Доказать, что  несмещенная и состоятельная оценка для m2 = MX2.
4. Найти вероятность того, что выборка с возвращением объема k из N различных элементов содержит заданный элемент. Все выборки упорядочены и равновероятны.
5. Найти вероятность того, что выборка без возвращения объема k из N различных элементов содержит заданный элемент. Все выборки упорядочены и равновероятны.

Контрольный тест (3 семестр, 1 рубеж)
1. (1 балл) Для вероятности произвольного случайного события А выполнено неравенство:







2. (1 балл) Вероятность достоверного события равна:
0;
1;
-1.

4. (1 балл) Из множества {1, 2, …, 9} выбирают три числа. Число различных вариантов равно:

;

;

.
6. (1 балл) Из урны, в которой пять красных и три синих шара, выбирают четыре шара. Число способов выбрать два красных и два синих шара равно:

;

;


8. (1 балл) Число благоприятных исходов и общее число исходов в классическом определении вероятности:
складываются;
делятся;
умножаются.

9. (1 балл) Вероятность суммы событий равна сумме вероятностей слагаемых событий, если они:
попарно несовместны;
независимы;
любые.

10. (1 балл) Вероятность произведения событий равна произведению вероятностей этих событий, если они:
попарно несовместны;
независимы;
любые.

11. (1 балл) Если из наступления А всегда следует наступление В, то говорят, что:
А и В несовместны;
А и В независимы;
А влечет В.

12. (1 балл) Если А и В не могут наступить одновременно, то говорят, что они:
несовместны;
независимы;
равносильны.

13. (1 балл) Если А и В равносильны, то их вероятности:
в сумме дают 1;
в сумме дают 0;
равны.

14. (1 балл) Если А влечет В, то:







15. (1 балл) Вероятность противоположного события для А равна:
-Р(А);
1-Р(А);
Р(А).

16. (3 балла)Вероятность выпадения двух гербов при двух бросаниях монеты равна:
1;
½;
¼.

17. (3 балла)Для вычисления вероятности произведения произвольных событий используют:
теорему умножения;
формулу полной вероятности;
формулу Бернулли.


18. (3 балла) Условная вероятность  существует, если:







20. (3 балла) Для вычисления вероятности выпадения пять раз герба при пяти подбрасываниях, можно воспользоваться:
формулой Бернулли;
формулой полной вероятности;
формулой Байеса.



Контрольный тест (3 семестр, 4 рубеж)
1. (1 балл) Математическое ожидание случайной величины это:
функция;
+число;
случайная величина.

2. (1 балл) Математическое ожидание суммы случайных величин равно:
+сумме математических ожиданий слагаемых;
произведению математических ожиданий слагаемых;
математическому ожиданию первого слагаемого.

3. (1 балл) Математическое ожидание постоянной равно:
0;
1;
+самой постоянной.

4. (1 балл) Дисперсия случайной величины всегда:
меньше нуля;
равна нулю;
+не меньше нуля.

5. (1 балл) Дисперсия суммы случайных величин равна сумме дисперсий слагаемых, если они:
любые;
+независимые;
имеют конечные математические ожидания.


6. (1 балл) Таблица из возможных значений случайной величины и соответствующих вероятностей, называется:
функцией распределения;
+законом распределения;
плотностью распределения.

7. (2 балла) Случайные величины Х и У независимы, МХ=1, МУ=2. Тогда М(ХУ+3) равно:
+5;
3;
2.


8. (2 балла) Случайные величины Х и У независимы. DХ=1, DУ=3. Тогда D(2Х+У) равна
1;
5;
+7.


9. (2 балла) В законе распределения случайной величины Х
	Х
	0
	1
	2

	Р
	0,3
	0,5
	р


вероятность события Р(Х=2) равна
+0,2;
0,3;
0,5.

10. (2 балла) Тогда М(2-Х) равно
0,1;
0,5;
+0,7.

11. (2 балла) Случайная величина Х задана законом распределения
	Х
	0
	1
	3

	Р
	0,5
	0,3
	0,1


Тогда М(1-Х) равно
+0,1;
0,2;
0,3.


12. ( 3 балла) Монету подбрасывают два раза. Тогда математическое ожидание числа выпавших гербов равно
+1;
1,5;
2.

13. ( 3 балла) Из урны, в которой два белых и один красный шар, по одному извлекают шары до появления красного. Тогда математическое ожидание числа извлечений равно
0;
1;
+2.

14. (4 балла) Монету подбрасывают четыре раза. Вероятность того, что герб появится хотя бы три раза равна
1/16;
+5/16;
15/16.


15. (4 балла) Из урны, в которой три белых и один красный шар, с возвращением извлекают три шара. Вероятность того, что красный шар появится не более одного раза равна
5/32;
+27/32;
37/64.


Контрольный тест (4 семестр, 1 рубеж)

1. (1 балл) Объем выборки, по которой построено статистическое распределение частот:
	xi
	1
	2
	3

	ni
	6
	10
	4


равен
+20;
25;
10.

2. (1 балл) Сумма относительных частот в статистическом распределении равна
+1;
n;
0.

3. ( 1 балл) Сумма частот в статистическом распределении равна
1;
+n;
0.

4. (1 балл) Ломаная с вершинами в точках (xi, ni) это:
+полигон частот;
полигон относительных частот;
полигон интервальных частот.

4. ( 1 балл) Ломаная с вершинами в точках (xi, wi) это:
полигон частот;
+полигон относительных частот;
полигон интервальных частот.

5. ( 1 балл) Для наглядного представления статистических данных строят:
график плотности распределения;
график теоретической функции распределения;
+гистограмму.

6. ( 1 балл) Площадь всех прямоугольников гистограммы частот равна:
+объему выборки;
1;
числу частичных интервалов.

7. ( 1 балл) Площадь всех прямоугольников гистограммы относительных частот равна:
объему выборки;
+1;
числу частичных интервалов.

8. ( 1 балл) Упорядоченная реализация выборки называется:
упорядоченным рядом;
+вариационным рядом;
статистическим рядом.

9. ( 1 балл) Число всех наблюдений называется:
размахом выборки;
размером выборки;
+объемом выборки.

10. ( 1 балл) Соответствие между различными вариантами и соответствующими частотами называется:
+статистическим распределением;
выборочным распределением;
частотным распределением.

11. ( 1 балл) Соответствие между различными вариантами и соответствующими относительными частотами называется:
+статистическим распределением относительных частот;
выборочным распределением;
частотным распределением.

12. ( 1 балл) Функция от выборки называется:
случайной величиной;
+статистикой;
объемом выборки.

13. ( 1 балл) Набор численных значений элементов выборки это:
вариационный ряд выборки;
статистическое распределение выборки;
+реализация выборки.

14. ( 1 балл) Выборочное среднее это:
среднее арифметическое крайних элементов вариационного ряда;
+среднее арифметическое элементов выборки;
среднее арифметическое положительных элементов выборки.

15. ( 1 балл) Выборочный момент порядка k это:
среднее арифметическое k-ых степеней крайних элементов вариационного ряда;
+среднее арифметическое k-ых степеней элементов выборки;
среднее арифметическое k-ых степеней положительных элементов выборки.

16. ( 2 балл) Выборочное среднее статистического распределения 
	xi
	0
	1
	2
	3

	ni
	2
	3
	3
	2


равно:
1;
+1,5;
2.

17. (3 балла) Значение эмпирической функции распределения F*(0,5),построенной по статистическому распределению
	xi
	0
	1
	2
	3

	ni
	2
	3
	3
	2


равно
+0,2.


18. (5 баллов) Вычислить выборочную дисперсию по статистическому распределению выборки
	xi
	1
	2
	3

	ni
	3
	5
	2


+0,49.

19. (5 баллов) Вычислить несмещенную оценку дисперсии по статистическому распределению выборки, округлив ее до сотых
	xi
	1
	2
	3

	ni
	3
	5
	2


+0,54.

Контрольный тест (4 семестр, 2 рубеж)
6. (1 балл) Выборочный момент порядка k это:
среднее арифметическое k-ых степеней крайних элементов вариационного ряда;
+среднее арифметическое k-ых степеней элементов выборки;
среднее арифметическое k-ых степеней положительных элементов выборки.

7. (1 балл) Под параметрической моделью понимают:
+теоретическое распределение, зависящее от неизвестного параметра;
теоретическую характеристику, зависящую от параметра;
множество допустимых значений параметра.

8. (1 балл) Статистика, математическое ожидание которой совпадает с оцениваемым параметром, называется:
+несмещенной оценкой;
состоятельной оценкой;
эффективной оценкой.

9. (1 балл) Статистика, по вероятности сходящаяся к параметру, называется:
несмещенной оценкой;
+состоятельной оценкой;
эффективной оценкой

10. (1 балл) Несмещенная оценка, имеющая минимальную дисперсию, называется:
+оптимальной оценкой;
состоятельной оценкой;
эффективной оценкой.

11. (1 балл) Несмещенная оценка, дисперсия которой достигает нижней границы, называется:
граничной оценкой;
состоятельной оценкой;
+эффективной оценкой.

12. (1 балл) Несмещенной оценкой для теоретического математического ожидания является:
Ak;
Dв;
+.

13. (1 балл) Несмещенной оценкой для теоретической дисперсии является:
Ak;
Dв;
+S2.

14. (1 балл) Состоятельной оценкой для MXkявляется:
+Ak;
Dв;
.

15. (1 балл) Если оптимальная оценка существует, то:
+она единственна;
их сколько угодно;
их всегда не меньше 1.

16. (1 балл) Эффективная оценка является также и:
состоятельной;
+оптимальной;
критической.

17. (1 балл) Мода вариационного ряда 1, 2, 2, 2, 3 равна:
1;
+2;
3.

18. (1 балл) Медиана вариационного ряда 0, 0, 0, 1, 1, 2, 3 равна:
0;
2;
+1.

19. (1 балл) Размах варьирования вариационного ряда 0, 0, 1, 2, 2, 2, 4 равен:
0;
2;
+4.

20. (1 балл) Эмпирическая функция распределения с ростом объема выборки по вероятности сходится к:
+теоретической функции распределения;
теоретической плотности распределения;
теоретическому математическому ожиданию.

21. (3 балла) Оценка методом моментов математического ожидания по выборке
	xi
	0
	1
	2
	3

	ni
	2
	3
	3
	2


равна:
1;
+1,5;
2.

22. (3 балла) Несмещенная оценка математического ожидания генеральной совокупности, из которой извлечена выборка
	xi
	-2
	0
	2
	3

	ni
	1
	4
	4
	1


равна:
-1;
+0,9;
2,1.

23. (3 балла) Значение эмпирической функции распределения F*(0,5),построенной по статистическому распределению
	xi
	0
	1
	2
	3

	ni
	2
	3
	3
	2


равно
+0,2.


24. (3 балла) Значение эмпирической функции распределенияF*(0),построенной по статистическому распределению
	xi
	-1
	2
	3
	4

	ni
	3
	2
	3
	2


равно
+0,3.

25. (3 балла) Вычислить несмещенную оценку дисперсии по статистическому распределению выборки, округлив ее до целых
	xi
	1
	2
	3

	ni
	3
	5
	2


+1.


V. Дополнительный материал
5.1. Словарь терминов (глоссарий) по дисциплине 
	Понятия
	Содержание 

	Событие
	Результат некоторого опыта или наблюдения. Обозначение А, В

	Элементарный исход
	Элементарное, неразложимое событие

	Пространство элементарных исходов
	Совокупность всех элементарных исходов в данном опыте

	Достоверное событие
	Событие, которое обязательно произойдет в данном опыте (обозначение Ω)

	Невозможное событие
	Событие. Которое в данном опыте произойти не может (обозначение )

	Тождественное событие
	Событие, состоящее из одних и тех же элементарных исходов

	Произведение или пересечение событий А и В
	Событие, состоящее в наступлении обоих событий А и В ()

	Сумма или объединение событий А и В
	Событие, состоящее в наступлении хотя бы одного из  событий А и В () 

	Событие противоположное событию А
	Событие, состоящее в том, что  А не происходит ()

	Несовместимые события
	События, одновременное появление которых невозможно

	Полная группа событий
	Совокупность событий, из которых хотя бы одно должно непременно произойти в результате опыта

	Вероятность события Р(А)
	Численная мера объективной возможности этого события, удовлетворяющая аксиомам:
1)  (аксиома существования вероятности)
2)  (вероятность достоверного события)
3)  А и В -  несовместны (аксиома сложения)
4)  Р()=, если 

	Классическое определение вероятности
	Вероятность Р(А) равна отношению числа возможных результатов опыта (m), благоприятствующих событию А, к числу  всех возможных результатов опыта (n): 

	Теорема сложения 
	Р(А+В)=Р(А)+Р(В)-Р(АВ)

	Условная вероятность
	Вероятность события А в предположении, что событие В уже произошло 

	Теорема умножения
	

	Независимые события
	Р(АВ)-Р(А)Р(В)

	Гипотезы 
	Полная группа несовместных событий. Гипотезы обозначаются 

	Формула полной вероятности
	

	Формула Бейеса
	

	Случайная величина Х
	Переменная величина, значения которой зависят от случая и для которой определена функция распределения

	Функция распределения случайной величины
	Вероятность того, что случайная величина Х примет значение меньше, чем действительное число х 

	Дискретные случайные величины
	Случайные величины, которые могут принимать только конечное или счетное множество значений 

	Ряд распределения дискретной случайной величины
	Совокупность вероятностей, с которыми случайная величина принимает свои возможные значения и совокупность этих значений.

	Многоугольник распределения
	Графическое изображение ряда распределения

	Распределение Бернулли
	Дискретное распределение, при котором случайная величина принимает лишь два значения 0 и 1 с вероятностями (1-р) и р. Числовые характеристики: МХ=р, DX=p(1-p)

	Биномиальное распределение
	Дискретное распределение с параметрами p и n, при котором случайная величина принимает целочисленные значения от 0 до n с вероятностями =

	Геометрическое распределение
	Дискретное распределение с параметром p, при котором случайная величина принимает значения k=0,1,2,… с вероятностями 
;

	Распределение Пуассона
	Дискретное распределение с параметром с вероятностями . Числовые характеристики .

	Непрерывные случайные величины
	Случайные величины, возможные значения которых образуют некоторый конечный или бесконечный интервал

	Плотность распределения непрерывной случайной величины
	Неотрицательная функция, равная производной от функции распределения

	Кривая распределения
	График плотности распределение

	Равномерное распределение на отрезке [a,b]
	Плотность   Числовые характеристики  

	Показательное (экспоненциальное) распределение 
	Плотность , параметр распределения.
Числовые характеристики 

	Гамма-распределение
	Плотность  , где a,b – параметры распределения. При b=1 плотность гамма-распределения совпадает с плотностью показательного распределения

	Распределение  Коши
	Непрерывное распределение с плотностью   , где 

	Нормальное распределение
	Непрерывное распределение с плотностью   , где MX=a, DX=

	«Правило трех сигм»
	Способ, позволяющий указать интервал практически возможных значений нормально распределенной случайной величины: =0,9972.

	«Правило двух сигм»
	Если случайная величина Х распределена нормально с параметрами a и , то с вероятностью 0,95 она принадлежит интервалу  

	Вероятность попадания нормально распределенной случайной величины в заданный интервал
	 ,  - табулирована.

	Функция случайного аргумента
	  - случайная величина, функционально зависящая от другой величины, область значения которой есть область значений функции 

	Математическое ожидание случайной величины или среднее значение случайной величины
	

	Мода случайной величины
	Наиболее вероятное значение случайной величины

	Дисперсия случайной величины
	Характеристика рассеяния значений случайной величины около ее математического ожидания, определяется по формуле 

	Среднеквадратическое отклонение случайной величины
	Характеристика степени разбросанности случайной величины, определяется как корень из дисперсии 

	Центральный момент случайной величины Х порядка n
	

	Момент случайной величины порядка n
	

	Ковариация случайных величин X и Y
	

	Х и У 
 некоррелированы 
	





VI. Сведения о преподавателе (ППС).

	Ф.И.О. 
	Какое образовательное учреждение  профессио-нального образования закончил (а), специальность по диплому
	Ученая степень, ученое звание
	Стаж научно-педагогической
работы, годы

	Основное место работы, должность
	Условия привлечения (штатный, внутренний совместитель, внешний совместитель, почасовик)
	Повышение квалификации

	
	
	
	Всего
	В том числе
	
	
	

	
	
	
	
	По специальности
	По дисциплине
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Белла
Шабажевна
	Северо-Осетинский государственный университет им. К.Л. Хетагурова,
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