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1.1 Структура, и общая трудоемкость   дисциплины 
Общая трудоемкость дисциплины составляет 2 зачетные единицы, 72 часов.

	
	Очная форма обучения
	Заочная форма обучения

	Курс
	4
	

	Семестр
	 2
	

	Лекции
	26
	

	Практические (семинарские) занятия
	12
	

	Лабораторные занятия
	
	

	Консультации
	
	

	Итого аудиторных занятий
	38
	

	Самостоятельная работа
	34
	

	В интерактивной форме
	8
	

	Курсовая работа 
	-
	

	Форма контроля

	Экзамен
	
	

	Зачет 
	*
	

	Общее количество часов
	72
	





1.2 Цели освоения дисциплины: 
Основная цель обучения дисциплине – обеспечить развитие у будущего преподавателя достаточно широкого взгляда на геометрию и вооружить его конкретными знаниями, дающими ему возможность преподавать математику в основной, общеобразовательной (базовой) и профильной школах, квалифицированно вести факультативные и элективные курсы с позиций современной геометрии.

1.3  Место дисциплины в структуре ООП 
Б1.В.ОД.6.  Дисциплины (модули). Вариативная часть.
Изучение данной дисциплины базируется на следующих дисциплинах: алгебры и геометрии школьного курса математики.
Дисциплина «Основания геометрии» является важным завершающим разделом курса геометрии. Рассматривается аксиоматический метод построения геометрии, основные требования к системе аксиом. Включение оснований геометрии в основной курс позволяет студентам овладеть:
 - различными приемами использования идеологии курса геометрии к доказательству теорем и решению задач по геометрии;

 - теорией и практикой оснований геометрии, т.е. основами аксиоматического построения геометрии, включая модель Г. Вейля трехмерного евклидова пространства;

 - теорией и практикой геометрии Лобачевского вплоть до построения и анализа модели Кэли-Клейна плоскости Лобачевского.
Дисциплина изучается в течение одного семестра. 

1.4. Требования к результатам освоения дисциплины 
В результате освоения дисциплины студент осваивает следующие компетенции: 
общепрофессиональными компетенциями (ОПК):
готовностью использовать фундаментальные знания в области математического анализа,
комплексного и функционального анализа, алгебры, аналитической геометрии, дифференциальной геометрии и топологии, дифференциальных уравнений, дискретной математики и математической логики, теории вероятностей, математической статистики и случайных процессов, численных методов, теоретической механики в будущей профессиональной деятельности (ОПК-1);
способностью к самостоятельной научно-исследовательской работе (ОПК-3).
профессиональными компетенциями (ПК):
способностью математически корректно ставить естественнонаучные задачи, знание постановок классических задач математики (ПК-2);
способностью строго доказать утверждение, сформулировать результат, увидеть следствия полученного результата (ПК-3);
способностью использовать методы математического и алгоритмического моделирования при решении теоретических и прикладных задач (ПК-5);
способностью к организации учебной деятельности в конкретной предметной области (математика, физика, информатика) (ПК-9).

В результате изучения дисциплины студент должен
Знать:
  основные понятия и строгие доказательства фактов основных разделов дисциплины геометрии;
Общие вопросы аксиоматики 
Система аксиом Вейля евклидова пространства
Длина отрезка. Площадь многоугольника.
“Начала” Евклида. Исторический обзор обоснования геометрии;
Элементы геометрии Лобачевского;
Непротиворечивость планиметрии Лобачевского;
Неевклидовы пространства.

Уметь: 
применять теоретические знания к решению геометрических задач по дисциплине; 
Владеть:
различными приемами использования идеологии дисциплины геометрии к     доказательству теорем и решению задач школьного курса.


















1.5. Содержание и учебно-методическая карта  дисциплины

8 семестр
	Нномер недели
	Наименование тем (вопросов), 
изучаемых по данной дисциплине
	Занятия
	Самостоятельная работа студентов
	Формы контроля
	Количество баллов

	Литера тура

	
	
	Л
	Ппр
	Содержание
	Часы
	
	min
	max
	

	


1-3
	Общие вопросы аксиоматики.  Непротиворечивость и полнота системы аксиом Вейля евклидова пространства
	6
	2
	Изучить и сопоставить аксиоматику школьного курса геометрии по учебникам Л. С. Атанасян  Геометрия(7-9,70-11),А.В. Погорелов Геометрия 7-11, подготовить презентацию
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	Конспект, вопросы в рубежконтр,презентация(для самостоятельной работы)

	
	
	[4,5 ]

	4-6
	Определение простейших фигур, изучаемых в школьном курсе геометрии. Связь системы аксиом Вейля с системой аксиом школьного курса геометрии.
	6
	2
	Задачи. (Прилагаются)
	
4
	Конспект, вопросы в рубежконтр
	
	
	[4,5 ]

	7-8
	Длина отрезка. Площадь многоугольника.
	4
	2
	Задачи. (Прилагаются)
	2
	
	
	
	[4,5 ]

	9-10
	"Начала" Евклида. Система аксиом Гильберта (обзор).
	4
	2
	Задачи. (Прилагаются)
	
	Конспект, вопросы в рубежконтр
	
	
	[4,5 ]

	11
	Система аксиом плоскости Лобачевского. Параллельные прямые и их свойства. Треугольники и четырехугольники на плоскости Лобачевского.

	2
	2
	Задачи. (Прилагаются)
	4
	Конспект, вопросы в рубежконтр
	
	
	[4,5 ]

	12
	Угол параллельности и отрезок параллельности. Функция Лобачевского. Взаимное расположение прямых на плоскости Лобачевского. Непротиворечивость планиметрии Лобачевского.
	2
	2
	Задачи. (Прилагаются)
 Доклад на тему: “Великие геометры”
	4
	Конспект, вопросы в рубежконтр, презентация на тему доклада.
	
	
	[4,5 ]

	13
	Понятие о сферической геометрии и об эллиптической геометрии Римана. Реализация в малом геометрии Лобачевского на поверхности постоянной отрицательной кривизны.
	2
	
	
	
	
	
	
	[4,5 ]

	
	ИТОГО
	38
	12

	
	34
	
	
	
	




1.6  Образовательные технологии
   а) Аудиторные занятия:
Лекционные и практические занятия. На практических занятиях контроль осуществляется при решении задач у доски и проверке домашних заданий. На лекциях предусмотрительны устные ответы на вопросы преподавателя, посьменные экспресс- ответы на контрольные вопросы. Для показа графиков функций, формы кривых и поверхностей используется мультимедийные средства обучения.
Активные и интерактивные формы:
 семинары в диалоговом режиме; обсуждение решений задач в группе.
б) Внеаудиторные занятия:
Выполнение самостоятельных заданий разного типа и уровня сложности; подготовка к аудиторным занятиям; подготовка к контрольным работам; чтение литературы, проработка лекций; решение задач. 
В соответствии с требованиями ФГОС ВО при реализации различных видов учебной работы в процессе изучения дисциплины «Основания геометрии» предусматривается использование в учебном процессе следующих активных и интерактивных форм проведения занятий:
– практические занятия в диалоговом режиме;
– работа в малых группах по темам, изучаемым на практических занятиях.
	№/п.
	Тема
	Вид занятия
	Количество часов
	Активные формы
	Интерактивные формы

	1
	Общие вопросы аксиоматики.  Непротиворечивость и полнота системы аксиом Вейля евклидова пространства
	Лекция
	4
	Диалог  
	Презентация

	2
	Определение простейших фигур, изучаемых в школьном курсе геометрии. Связь системы аксиом Вейля с системой аксиом школьного курса геометрии.
	Практическое
	2
	
Диалог
	Презентация на основе современных мультимедийных средств


	3
	"Начала" Евклида. Система аксиом Гильберта (обзор).
	Практическое
	2
	Диалог
	Презентация на основе современных мультимедийных средств





1.7. Учебно-методическое обеспечение самостоятельной работы. 
Оценочные средства для текущего контроля успеваемости, промежуточной аттестации по итогам освоения дисциплины.


	№
	Перечень основной и дополнительной литературы, методических разработок; с указанием наличия в библиотеке, на кафедре

	Основная литература:

	Название 
	Автор 
	Вид издания (учебник, учебное 
пособие)
	Место издания, издательство, год издания, кол-во страниц

	Основная литература

	1. Сборник задач по геометрии:[в 2 ч.].Ч. 2
	Атанасян С.Л.,Шевелева Н.В., Покровский В.Г.
	учебное пособие для студентов 3-5 курсов
	М.:Эксмо, 2008. - 318 с.

	2. Основания геометрии
	Львова Л. В.
	учебное
пособие
	Барнаул: Изд-во БГПУ. 2008. - 91 с.

	3. Сборник задач по геометрии
	под ред. В. Т. Базылева.
	учебное пособие
	 СПб. : Лань, 2008. — 238 с.

	4. Основания геометрии [Электронный ресурс] 
	Львова Л. В.
	электронное учебное пособие
	Барнаул, 2008.— 96 компьютерных файлов (pdf; 701 KB).

	Дополнительная литература

	1. Основания геометрии [Электронный ресурс]
	Львова Л. В.
	электронное учебное пособие
	Барнаул : Изд-во БГПУ, 2004— 88 компьютерных файлов (Djvu; 561 КБ).

	2. Основания геометрии
	Львова Л. В.
	учебное
пособие
	Барнаул: Изд-во БГПУ. 2002. - 88 с.

	3. Основания геометрии
	Погорелов А. В.
	учебник
	М.:  Наука, 1968. - 151 с.

	4. Основания геометрии
	Погорелов А. В.
	учебник
	М.:  Наука, 2005. - 151 с.

	5. Основания геометрии 
	Трайнин Я. Л.
	учебное пособие
	М.: Учпедгиз, 1961. - 326 с.


	6. Энциклопедия элементарной математики. Кн. IV. Геометрия.
	.Гл. ред. П. С. Александров
	
	М.: Физматгиз, 1963. - 567 с.


	7. Сборник задач по геометрии  
	Под ред. В.Т. Базылева.
	учебное пособие
	М.: Просвещение, 1980. - 238 с.




в) Интернет-ресурсы


Обеспечен доступ к современным профессиональным базам данных, информационным справочным и поисковым системам (библиотека СОГУ):
- библиотеке e-library,
- электронной библиотеке диссертаций РГБ,
- университетской библиотеке online; 
- собственным библиографическим базам данных:
- электронному каталогу,
- электронной картотеке газетно-журнальных статей,
- электронной картотеке авторефератов диссертаций и диссертаций.

Рекомендуемые интернет-адреса по предмету:

1. www.math.ru -  сайт посвящён Математике (и математикам. Этот сайт — для школьников, студентов, учителей и для всех, кто интересуется математикой.
2. www.exponenta.ru  -  образовательный математический сайт
3. www.matematicus.ru  - учебный материал по различным математическим курсам
4. www.geometry.ru – материалы по элементарной геометрии
5. www.edu. ru     - федеральный образовательный портал
6. www.xplusy.isnet.ru  - математика для студентов 
7. Информационная система "Единое окно доступа к образовательным ресурсам" (ИС "Единое окно") http://window.edu.ru/window/library (свободный доступ).

a. Материально-техническое оснащение дисциплины:

Компьютерный класс, доступ к сети Интернет (во время самостоятельной работы), оргтехника, электронная база данных библиотеки СОГУ, лекционные аудитории; кабинет, оснащенный интерактивной доской, проектором.

Разработчики: проф. Койбаев В.А., ст.преп. Секинаева Б.Ш.
Программа одобрена на заседании кафедры алгебры и геометрии 
[bookmark: _GoBack] От 29.08.2017г., протокол № 1

II. Курс лекций по дисциплине (конспекты)
III. Лекция № 1 - 3

ТЕМА:__              ОБЩИЕ ВОПРОСЫ АКСИОМАТИКИ_______________

Основные вопросы, рассматриваемые на лекции
Понятие о математической структуре. Непротиворечивость, независимость и полнота системы аксиом.
Краткое содержание лекционного материала
1. Понятие о математической структуре














Пусть имеются некоторые множества , ,  и на этих множествах определены некоторые отношения , ,  , , которые можно задать или как некоторые подмножества декартовых произведений множеств , , , или указав свойства , ,  ,  (аксиомы), которыми они обладают. 




В дальнейшем будем всегда задавать отношения , ,  ,  аксиомами. 


























Может случиться, что указанными свойствами , ,  ,  обладает и другая система отношений , ,  , . Например, на множестве действительных чисел  алгебраические операции  — сложение и  — умножение обладают одним и тем же свойством коммутативности. Обозначим через  множество всех систем отношений  = {, ,  , },  = {, ,  , }, для которых выполняются аксиомы , ,  , . 














Определение [1.1].  Говорят, что на множествах , ,  задана математическая структура рода , если задан элемент  непустого множества  с помощью аксиом , ,  , ; , ,  — база структуры рода .
Пример 1 (структура группы). 

База — одно множество ; 


 — алгебраическая операция, заданная на  и обладающая свойствами: 

 — замкнутость; 

 — ассоциативность; 

 — существование нейтрального элемента; 

 — существование симметричного элемента. 



Отношение  определяет на множестве  структуру рода группы и тогда говорят короче:  — группа. 
Пример 2 (структура векторного пространства). 


База — два множества:  и поле ; 



Система отношений — ={, }где 





 (сложение): ,   ; 





 (умножение): ,   ; 






, ,  ,  — известные свойства, которыми обладают отношения  и . 


 называют векторным пространством над полем . 


Во втором примере множество  играет основную роль, а множество  является вспомогательным. 
Совокупность всех утверждений, которые могут быть получены из аксиом математической структуры путем логического вывода, составляет теорию этой математической структуры. Таким образом, для построения математической теории необходимо: 
1) указать некоторые основные множества (их элементы называют основными) и вспомогательные множества; 
2) указать систему аксиом, которые задают отношения, называемые основными. 
Этот метод построения математической теории называется аксиоматическим методом.
2.  Непротиворечивость системы аксиом
Как уже отмечалось, чтобы построить какую либо математическую теорию надо выбрать множества и задать на них отношения, удовлетворяющие определенной системе аксиом. Очевидно, что аксиомы не могут быть выбраны произвольно, они должны подчиняться определенным требованиям. А именно, система аксиом должна быть: 
1) непротиворечивой, 
2) независимой, 
3) полной. 







Определение [2.1].  Система аксиом ={, ,  , } называется (внутренне) непротиворечивой, если из аксиом системы путем логического вывода нельзя вывести два взаимно исключающих друг друга утверждения ( и отрицание ).
Задача доказательства внутренней непротиворечивости системы аксиом является по существу задачей математической логики и, в общем, установить внутреннюю непротиворечивость почти невозможно. Однако можно установить содержательную непротиворечивость системы аксиом. 




Определение [2.2].  Говорят, что построена модель (интерпретация, реализация) математической структуры, если в качестве основных и вспомогательных множеств взяты конкретные множества и основным отношениям придан конкретный смысл так, что все аксиомы , ,  ,  оказываются выполненными.
Определение [2.3]. Система аксиом математической структуры называется содержательно непротиворечивой, если существует модель этой математической структуры.
Таким образом, чтобы доказать содержательную непротиворечивость системы аксиом математической структуры, надо выбрать конкретные множества и задать на них конкретные отношения так, чтобы выполнялись все аксиомы, т. е. придать конкретный смысл основным понятиям (элементам) и основным отношениям. 
3. Независимость системы аксиом











Определение [3.1].  Аксиома  системы аксиом ={, ,  , } называется зависимой от остальных аксиом системы , если предложение  является логическим следствием из остальных аксиом системы . В противном случае аксиома  называется независимой от системы аксиом .









Теорема [3.1]. Пусть  — непротиворечивая система аксиом. Если замена аксиомы  ее отрицанием  приводит снова к непротиворечивой системе аксиом =(  , то аксиома  не зависит от остальных аксиом системы .

Определение [3.2].  Система аксиом  называется независимой, если каждая ее аксиома не зависит от остальных аксиом этой системы.


Из теоремы вытекает критерий независимости аксиомы: чтобы установить независимость аксиомы непротиворечивой системы аксиом , надо заменить эту аксиому ее отрицанием и доказать с помощью построения модели непротиворечивость полученной системы аксиом . 
4. Полнота системы аксиом





     Пусть имеется математическая структура, заданная с помощью системы аксиом ={, ,  , }. 


Определение [4.1].  Система аксиом  называется неполной, если существует предложение , сформулированное в терминах теории структуры и удовлетворяющее следующим условиям: 
а) оно не вводит новых отношений структуры; 

б) не зависит от аксиом системы ; 

в) система аксиом  непротиворечива. 


Если такого предложения  не существует, то система  называется полной.
Очевидно, что, пользуясь этим определением, невозможно установить, является ли исследуемая система аксиом полной или неполной. Существует, так называемый, критерий полноты. 















Определение [4.2].  Пусть имеется математическая структура, заданная на множествах , ,  с помощью отношений , ,  , , удовлетворяющих системе аксиом ={, ,  , }, и пусть построены две модели  и  этой математической структуры. Тогда эти модели называются изоморфными, если между ними можно установить биективное соответствие, сохраняющее структуру, т. е. соответствующие элементы находятся в одном и том же отношении .



Теорема [4.1].  Если все модели математической структуры, построенной с помощью непротиворечивой системы аксиом , изоморфны, то система аксиом  полная. 
     Из теоремы следует критерий полноты: для того, чтобы установить полноту системы аксиом, надо доказать изоморфизм всех ее моделей. 
Очевидно, что изоморфизм моделей одной и той же математической структуры является отношением эквивалентности. Поэтому для доказательства полноты системы аксиом достаточно фиксировать какую-либо одну модель и установить изоморфизм между произвольной моделью и этой фиксированной моделью. 

Лекция № 4 -6
ТЕМА:_ СИСТЕМА АКСИОМ ВЕЙЛЯ ЕВКЛИДОВА ПРОСТРАНСТВА_

Основные вопросы, рассматриваемые на лекции:
Непротиворечивость и полнота системы аксиом Вейля. Определение простейших фигур. О связи систем аксиом Вейля и школьного курса.
Краткое содержание лекционного материала
1. Определение трехмерного евклидова пространства по Вейлю. 
Непротиворечивость системы аксиом евклидова пространства


     Зададим структуру трехмерного евклидова пространства  или, короче, определим пространство  следующим образом. 



Определение [1.1].  Пусть имеется  — трехмерное векторное пространство, построенное над полем вещественных чисел  и пусть  — некоторое непустое множество. 




Элементы пространства  обозначим , , , …и назовем векторами; 




элементы поля  — вещественные числа , , , …; 




элементы множества  — точки , , , …. 









Тогда множество  называется трехмерным евклидовым пространством, если задано отображение :   , которое каждой паре точек ,  ставит в соответствие единственный вектор , обозначаемый , так, что выполняются следующие свойства: 







 ,  :  (т. е. от любой точки  можно отложить единственным образом вектор ). 




 Для любых трех точек , ,  выполняется равенство 

 (аксиома треугольника). 






 Пространство  — трехмерное евклидово векторное пространство, т. е. в пространстве  задана билинейная форма, называемая скалярным произведением, которая каждой паре векторов ,  ставит в соответствие число, обозначаемое  и удовлетворяющее свойствам: 



1) (), ()  (коммутативность), 




2) (), (), ()  (ассоциативность умножения на число), 




3) (), (), () , 


4) скалярный квадрат  является неотрицателеным числом, при этом .



Базой в структуре трехмерного евклидова пространства является точечное пространство . Векторное пространство  называется пространством переносов евклидова пространства , это вспомогательное множество. 

Заметим, что для определения пространства переносов  надо, в свою очередь, задать: 


— множество  и множество  вещественных чисел, 
— отношения "сумма векторов" и "умножение вектора на число", 
— свойства, которым эти отношения удовлетворяют, т. е. аксиомы векторного пространства. 

В свою очередь, поле  вещественных чисел тоже определяется аксиоматически. 


     Таким образом, математическая структура трехмерного евклидова пространства довольно сложная, но мы полагаем, что математические теории трехмерного евклидова векторного пространства  и поля вещественных чисел  построены. 










     Из всего сказанного следует, что основными отношениями, задающими структуру пространства , являются:  — сложение векторов,  — умножение вектора на число,  — откладывание вектора,  — скалярное умножение. Аксиомы структуры  — это свойства , ,  в его определении. Система всех аксиом, лежащих в основе определения пространства , называется системой аксиом Вейля. 
Теорема [1.1].  Система аксиом Вейля трехмерного евклидова пространства непротиворечива постольку, поскольку непротиворечива арифметика вещественных чисел.
2. Полнота системы аксиом Вейля евклидова пространства
Теорема [2.1].  Система аксиом Вейля евклидова пространства полная.
3. Определение простейших фигур, изучаемых в школьном курсе геометрии
     Определим основные понятия "прямая", "плоскость"; основное отношение "лежит между", понятия: "луч", "полуплоскость" и др. и рассмотрим некоторые их свойства. 
Прямая. 








Определение [3.1].  Прямой с начальной точкой  и направляющим вектором ) называется множество всех таких точек  пространства , что , .
Из определения следует: 
1) прямая имеет бесконечное множество точек; 
2) любая точка прямой может быть взята за начальную; 

3) в качестве направляющего вектора может быть взят любой другой ненулевой вектор, коллинеарный вектору . 
Теорема [3.1].  Через всякие две точки проходит одна и только одна прямая.
Плоскость. 








Определение [3.2].  Плоскостью с начальной точкой  и направляющими векторами  и  () называется множество всех таких точек  пространства , что , .
Плоскость обладает следующими свойствами: 
1) плоскость имеет бесконечное множество точек; 
2) любая точка плоскости может быть взята за начальную; 




3) в качестве направляющих векторов плоскости можно взять любые два неколлинеарных вектора, которые являются линейными комбинациями векторов  и , т. е. принадлежат линейной оболочке, натянутой на векторы  и . 
Теорема [3.2].  Через любые три неколлинеарные точки проходит одна и только одна плоскость.






Теорема [3.3].  Если две точки  и  прямой  принадлежат плоскости , то каждая точка прямой  лежит в плоскости .
Отношение "лежит между". 






Определение [3.3].  Будем говорить, что точка  лежит между точками  и , и обозначать , если  и .
Рассмотрим некоторые свойства. 




1. Если , то , ,  — три различные точки, лежащие на одной прямой. 


2. Если , то . 
Понятия "отрезок", "луч". 






Определение [3.4].  Отрезком  называется объединение точек  и  со множеством всех точек , лежащих между  и .

Таким образом, отрезок  . 






Определение [3.5].  Лучом  называется объединение отрезка  со множеством всех таких точек , что точка  лежит между  и .

Очевидно, луч . 


Если , то луч  называется открытым. 





Теорема [3.4].  Пусть имеется прямая  и точка . Точка  разбивает множество всех точек прямой , отличных от точки , на два непустых подмножества так, что: 

1) если две точки принадлежат одному и тому же подмножеству, то одна из них лежит между точкой  и другой точкой; 


2) если две точки принадлежат различным подмножествам, то точка  лежит между этими точками. 
Полуплоскость. 











Определение [3.6].  Пусть имеется плоскость  и прямая , принадлежащая этой плоскости. Будем говорить, что точки  и  плоскости , отличные от точек прямой , лежат по одну сторону от прямой , если отрезок  не пересекает прямую  и лежат по разные стороны от прямой , если отрезок  пересекает эту прямую.





Теорема [3.5].  Пусть имеются плоскость  и прямая . Прямая  разбивает множество всех точек плоскости , не лежащих на прямой , на два непустых подмножества так, что: 

1) если две точки принадлежат одному подмножеству, то они лежат по одну сторону от прямой ; 

2) если две точки принадлежат различным подмножествам, то они лежат по разные стороны от прямой .



     Каждое из подмножеств  и  называется открытой полуплоскостью с границей . Объединение открытой полуплоскости с ее границей называется полуплоскостью. 
     Таким образом, всякая прямая разбивает полуплоскость, в которой прямая лежит, на две полуплоскости. 
Расстояние. 


Определение [3.7].  Расстоянием  называется длина вектора , т. е.

		(3.9)

Теорема [3.6].  Расстояние обладает следующими свойствами: 



. , при этом . 


. . 




. () |AB|+|BC| |AC|
Параллельность. 




Определение [3.8].  Прямая  называется параллельной прямой , если направляющий вектор прямой  коллинеарен направляющему вектору прямой .
     Так как коллинеарность векторов является отношением эквивалентности, то и параллельность прямых обладает свойствами рефлексивности, симметричности и транзитивности. 



Обозначение:  —  и  параллельные прямые. 
Теорема [3.7].  В плоскости через точку, не лежащую на данной прямой, проходит не более одной прямой, параллельной данной. 
4. О связи систем аксиом Вейля и школьного курса геометрии
      В основу школьного курса геометрии могут быть положены различные системы аксиом. Так, в учебниках, авторами которых являются А.Н. Колмогоров, А.В. Погорелов, Л.С. Атанасян и др., курс геометрии строится с помощью отличающихся друг от друга систем аксиом. 








Определение [4.1].  Системы аксиом  и  называются эквивалентными, если в теории , построенной с помощью системы аксиом , выполняются все аксиомы из  и обратно: в теории , построенной с помощью системы аксиом , выполняются все аксиомы из .



Теорема [4.1].  Система аксиом Вейля  пространства  эквивалентна системе аксиом  школьного курса геометрии.

Лекция № 7-8
ТЕМА:       ДЛИНА ОТРЕЗКА. ПЛОЩАДЬ МНОГОУГОЛЬНИКА  _
Основные вопросы, рассматриваемые на лекции
1. Длина отрезка. Теорема существования и единственности. О единице измерения. 
2. Определение площади многоугольника. Теорема существования и единственности. 
3. Равновеликость и равносоставленность многоугольников.
Краткое содержание лекционного материала
     Теория измерения длин отрезков и площадей многоугольников в трехмерном евклидовом пространстве будет построена с помощью аксиоматики Вейля. 
9. Длина отрезка






Определение [9.1].  Пусть точка B лежит между точками ACA–C). Тогда будем говорить, что отрезок AC равен сумме отрезков AB и BCи записывать .




Определение [9.2].  Говорят, что на множестве всех отрезков евклидова пространства  задана функция  длины отрезка, если каждому отрезку  поставлено в соответствие некоторое вещественное число  так, что: 



  для любого отрезка  (позитивность); 



 если , то  (инвариантность); 



 если , то  (аддитивность); 



 существует такой отрезок , что  (нормированность). 





Значение  функции длины называется длиной отрезка , отрезок  — единицей длины или единичным отрезком, свойства — — аксиомами длины.



Следствие. Если , то .  
Теорема [9.1].  (существования). Функция длины отрезка, определенная на множестве всех отрезков, существует.





Замечание. Из  следует, что единица измерения  зависит от билинейной формы , с помощью которой в пространстве  определено скалярное произведение. Замена билинейной формы  приводит к другой единице измерения. 
Теорема [9.2].  (единственности). Функция длины отрезка, определенная на множестве всех отрезков, единственна.
О выборе единицы измерения. Справедливо следующее утверждение: любой отрезок может быть принят за единицу измерения. 
Площадь многоугольника
Здесь и в дальнейшем будем рассматривать простые многоугольники. 












Определение [10.1].  Пусть имеется многоугольник . Возьмем какие-либо две точки  и  на различных сторонах этого многоугольника и построим какую-либо ломаную с концами в точках  и  так, чтобы все ее точки были внутренними точками многоугольника. Тогда говорят, что многоугольник  разбит на два многоугольника  и  и записывают  ( называют также суммой многоугольников  и ).



Определение [10.2]. Говорят, что на множестве всех многоугольников определена функция  площади мноугольника, если каждому многоугольнику  поставлено в соответствие некоторое число  так, что: 


.  (позитивность); 



. Если , то  (инвариантность); 



. Если , то  (аддитивность); 




. Если  квадрат, сторона которого является единичным отрезком ( — единичный квадрат), то  (нормированность). 




 называется площадью многоугольника , свойства —  — аксиомами площади.



Лемма [10.1] (площадь прямоугольника). Если функция площади существует, то площадь прямоугольника со сторонами  и  равна произведению .
Следствие 1. Если функция площади многоугольника существует, то: 
1. Площадь трапеции равна произведению ее средней линии на высоту. 
2. Площадь треугольника равна половине произведения любой его стороны на соответствующую высоту. 
3. Площадь параллелограмма равна произведению любой его стороны на соответствующую высоту.
Теорема [10.1].  (существования). Функция площади, определенная на множестве всех многоугольников, существует.
Теорема [10.2]. (единственности). Функция площади, определенная на множестве всех многоугольников, единственна. 
Равновеликость и равносоставленность многоугольников
Определение [11.1].  Два многоугольника называются равновеликими, если они имеют равные площади.
Из определения следует, что равновеликость является отношением эквивалентности на множестве многоугольников, т. е. обладает свойствами рефлексивности, симметричности и транзитивности. 
Определение [11.2].  Два многоугольника называются равносоставленными, если их можно разбить на одно и тоже число попарно равных многоугольников.
Очевидно, что равносоставленные многоугольники равновелики. 
Теорема [11.1].  Равносоставленность многоугольников является отношением эквивалентности на множестве многоугольников.
Теорема [11.2].  (Бойяи—Гервина). Если два многоугольника равновелики, то они и равносоставлены.
(Доказательство этой теоремы см. в книге [?], c. 158—161). 
     Из приведенного выше утверждения и теоремы Бойяи—Гервина следует, что на множестве всех многоугольников отношение равновеликости совпадает с отношением равносоставленности. 

Лекция № 9-10

ТЕМА:          ИСТОРИЧЕСКИЙ ОБЗОР ГЕОМЕТРИИ
Основные вопросы, рассматриваемые на лекции:
1. Геометрия до Евклида.
2. «Начала» Евклида.  
3. V постулат Евклида.
4. Система аксиом Гильберта.
Краткое содержание лекционного материала
Система аксиом Гильберта (обзор)















     По Гильберту, база структуры евклидова пространства состоит из трех множеств , , . Элементы множества  называются точками и обозначаются буквами , , , ...; элементы множества  называются прямыми и обозначаются буквами , , , ...; элементы множества  — плоскостями и обозначаются буквами , , , ... Основными отношениями являются отношения, которые обозначаются словами: "принадлежит" (или "лежит на"), "лежит между" и "конгруэнтны". 
Список аксиом содержит 20 аксиом, которые разбиты на пять групп. 
I группа аксиом — аксиомы принадлежности. 



I. Для любых двух точек  и  существует прямая, которой принадлежит каждая из них. 



I. Существует не более одной прямой, которой принадлежит каждая из двух данных точек  и . 

I. На каждой прямой существуют по крайней мере две точки. Существуют по меньшей мере три точки, не принадлежащие одной прямой. 




I. Для любых трех точек , , , не принадлежащих одной прямой, существует плоскость, которой принадлежит каждая из этих точек; каждой плоскости принадлежит по меньшей мере одна точка. 







I. Каковы бы ни были три точки , , , не принадлежащие одной прямой, существует не более одной плоскости, которой принадлежит каждая из трех точек , , . 







I. Если две точки  и  прямой  принадлежат плоскости , то и каждая точка прямой  принадлежит плоскости . 





I. Если две плоскости  и  имеют общую точку , то они имеют по меньшей мере еще одну общую точку . 

I. Существуют по меньшей мере четыре точки, не принадлежащие одной плоскости. 
Следствия. 
1. Через всякие две точки проходит одна и только одна прямая. 
2. Всякие две прямые имеют не более одной общей точки. 
3. Через каждые три точки, не принадлежащие одной прямой, проходит одна и только одна плоскость. 
4. Через прямую и не лежащую на ней точку проходит одна и только одна плоскость. 
5. Через всякие две пересекающиеся прямые проходит одна и только одна плоскость. 
Доказываются теоремы о взаимном расположении прямой и плоскости, двух плоскостей. 
С помощью аксиом принадлежности нельзя, например, доказать, что множества точек прямых, плоскостей бесконечны. 
II группа аксиом — аксиомы порядка. 










II. Если точка  лежит между точкой  и точкой , то , ,  — три различные точки одной прямой и  лежит также между  и . 








II. Если  и  — две точки, то на прямой  всегда существует по меньшей мере одна точка , что  лежит между  и . 

II. Из трех точек прямой не более одной точки лежит между двумя другими. 













II. (Аксиома Паша.) Пусть , ,  — три точки, не лежащие на одной прямой, и  — прямая в плоскости , не проходящая ни через одну из точек , , . Тогда если прямая  проходит через внутреннюю точку отрезка , то она проходит также через внутреннюю точку одного и только одного из двух других отрезков  или . 
Из первой и второй групп аксиом можно вывести: 
1. Существование бесконечного множества точек на прямой (отрезке). 
2. Деление прямой на два луча, плоскости — на две полуплоскости, пространства — на два полупространства. 
3. Ряд теорем об угле, ломаной, многоугольнике. 
III группа аксиом — аксиомы конгруэнтности. 

Конгруэнтность будем обозначать знаком . 






III. Если дан отрезок  и луч OX, то на луче  существует такая точка , что . Всегда . 




III. Если  и , то . 











III. Пусть  и  — два отрезка прямой  без общих внутренних точек и пусть  и  — два отрезка прямой  (отличной от  или с ней совпадающей) также без общих внутренних точек. Если , , то . 













III. Пусть дан выпуклый угол , луч  и полуплоскость , ограниченная прямой . Тогда в полуплоскости  существует один и только один луч  такой, что  . Всегда  и . 







III. Если для двух треугольников  и  имеем , , , то . 
С помощью групп аксиом I—III можно доказать следующие теоремы: 
1. В равнобедренном треугольнике углы при основании конгруэнтны. 
2. Первый, второй и третий признаки конгруэнтности треугольников. 
3. Существование прямого угла и конгруэнтность прямых углов. 
4. Теоремы о делении отрезка и угла пополам. 
5. Существование параллельных прямых в плоскости. 
6. Свойства внешнего угла треугольника. 
Условимся в дальнейшем в ряде случаев вместо термина "конгруэнтный" пользоваться привычным термином "равный". Особенно это относится к углам. 
IV группа аксиом — аксиомы непрерывности. 























IV (аксиома Архимеда). Пусть  и  — какие-либо отрезки и пусть на луче  c вершиной  взяты точки A, , , ..., расположенные так, что  лежит между  и , точка  лежит между  и  и т. д., причем отрезки , , , ... конгруэнтны отрезку . Тогда существует такой номер , что точка  лежит между  и . 










IV (аксиома Кантора). Пусть на произвольной прямой  дана бесконечная последовательность отрезков , , , ..., из которых каждый последующий лежит внутри предыдущего, пусть при этом не существует отрезка, лежащего внутри всех отрезков данной последовательности. Тогда на прямой  существует одна и только одна точка , лежащая внутри всех отрезков , , , ... 
Вместо аксиом Архимеда и Кантора в эту группу может быть включена только одна аксиома Дедекинда. 


IV (аксиома Дедекинда). Если все точки отрезка , включая и его концы разбиты на два непустых класса так, что: 


1) каждая точка отрезка принадлежит одному и только одному из этих классов, точка  принадлежит первому классу, а точка  — второму классу; 









2) каждая точка первого класса, отличная от точки , лежит между  и любой точкой второго класса, то на отрезке  существует одна и только одна такая точка , что всякая точка, лежащая между  и , принадлежит первому классу, а всякая точка, лежащая между  и , принадлежит второму классу. Сама точка  принадлежит либо первому, либо второму классу. 

Точка  называется точкой, производящей разбиение, а само разбиение — дедекиндовым разбиением. 
С помощью аксиом I–IV групп можно доказать следующие теоремы: 
1. Теорему о пересечении прямой и окружности. 
2. Теорему Саккери—Лежандра о сумме углов треугольника. 

3. Построить теорию измерения отрезков.  
V группа аксиом — аксиома параллельности. 
Через точку, не лежащую на данной прямой в плоскости, ими определяемой, можно провести не более одной прямой, параллельной данной. 
Замечание. Из аксиом I—III групп следует, что существуют прямые, лежащие в одной плоскости и не имеющие общих точек, например, два перпендикуляра к одной прямой. Такие прямые называются параллельными. Из факта существования параллельных прямых и из аксиомы параллельности V следует: 
через точку, не лежащую на данной прямой, в плоскости, ими определяемой, проходит одна и только одна прямая, параллельная данной. 
Как следствие из аксиом I—V верна 
Теорема [1.2].  Если сумма углов в любом треугольнике равна двум прямым углам, то имеет место V постулат.

Лекция № 11

ТЕМА:               ЭЛЕМЕНТЫ ГЕОМЕТРИИ ЛОБАЧЕВСКОГО      _
Основные вопросы, рассматриваемые на лекции:
1.  Определение плоскости Лобачевского. 
2.  Свойства параллельных на плоскости Лобачевского. 
3.  Треугольники и четырехугольники.
4.   Угол параллельности. Функция Лобачевского.   
Краткое содержание лекционного материала
1. Определение плоскости Лобачевского. Аксиома Лобачевского
Исследования пятого постулата Евклида, эквивалентного аксиоме параллельности V системы аксиом Гильберта, привели к открытию геометрии, не являющейся евклидовой, — к неевклидовой геометрии. Считается, что первым, кто открыл неевклидову геометрию, был русский математик Н. И. Лобачевский (1792—1856). Суть его исследований состояла в том, что он заменил аксиому параллельности V ее отрицанием, которое получило название аксиомы Лобачевского: 

V. Через точку, не лежащую на данной прямой, в плоскости, ими определяемой, проходит по меньшей мере две прямые, не пересекающие данную. 
Заменив аксиому параллельности евклидовой геометрии своей аксиомой, Лобачевский доказал ряд новых утверждений, в корне отличающихся от теории Евклида. Тем самым он получил геометрию, которую назвал "воображаемой геометрией" и открыто заявил о ней в 1826 году. В последствии эта геометрия была названа геометрией Лобачевского 

Определение [1.1].  Плоскостью Лобачевского называется множество, состоящее из элементов двух родов, называемых точками и прямыми и удовлетворяющих аксиомам I—IV групп системы аксиом Гильберта (исключая аксиомы, относящиеся к пространству) и аксиоме V.

Заметим, что аксиомы I—IV групп аксиоматики Гильберта лежат в основе геометрии Евклида и геометрии Лобачевского. Геометрию, построенную с помощью этих групп аксиом, называют абсолютной геометрией. Все определения и теоремы абсолютной геометрии имеют место как в геометрии Евклида, так и в геометрии Лобачевского. Отличие составляют те факты, которые являются следствием аксиомы Лобачевского V. В этом и последующих параграфах главы 5 рассмотрим некоторые из этих фактов. 
Теорема [1.1].  Через точку, не лежащую на данной прямой, в плоскости, ими определяемой, проходит бесконечное множество прямых, не пересекающих данную.






Теорема [1.2].  Пусть в плоскости даны прямая  и . Тогда в пучке прямых с центром в точке  существуют две граничные прямые, которые отделяют множество прямых, пересекающих прямую , от множества прямых, не пересекающих прямую . Эти граничные прямые сами не пересекают прямую .



     Замечание. Граничные прямые, о которых говорится в теореме, принято называть параллельными прямой  по Лобачевскому. Значит, через точку  на плоскости Лобачевского проходят две прямые, параллельные данной прямой . Но если ограничиваться только одной правой или левой полуплоскостью, то получим одну прямую. Тогда говорят о параллельности в данном направлении. В отличие от параллельных прямых, прямые, лежащие в одной плоскости и не имеющие общих точек, называются расходящимися прямыми. 
2. Свойства параллельных на плоскости Лобачевского







     Условимся считать, что все прямые, рассматриваемые нами, являются направленными. Поэтому мы будем обозначать их двумя буквами, например, , считая, что точка  предшествует точке . Предполагается также, что точки  и  выбраны так, что рассматриваемые нами точки на этой прямой, лежат между точками  и . 


Определение [2.1].  Будем говорить, что прямая A’A параллельна прямой В’B в точке P в данном направлении и обозначать A’A, если: 
1) эти прямые лежат в одной плоскости и не имеют общих точек; 




2) для любой точки  всякий внутренний луч  угла  пересекает луч  (рис. 17).




Теорема [2.1].  Если прямая  в точке  в данном направлении, то  в любой другой точке  в том же направлении.


Теорема [2.2].  (симметричность). Если , то .



Теорема [2.3].  (транзитивность). Если , , то .
Замечание. На евклидовой плоскости симметричность и транзитивность параллельности прямых непосредственно следует из определения. В геометрии Лобачевского эти свойства доказываются довольно сложно. Примем их без доказательства. 

Теорема [2.4].  Если две прямые при пересечении с третьей образуют равные соответственные углы, или равные накрест лежащие углы, или внутренние односторонние углы, в сумме составляющие 2d, то эти прямые расходятся. 
Следствие 1.  Сумма внутренних односторонних углов при двух параллельных, пересекаемых третьей прямой, не равна 2d, она меньше 2d для углов, расположенных от третьей прямой в направлении параллельности. Соответственные углы при параллельных и накрест лежащие углы не равны.
Заметим, что это следствие является прямым отрицанием V постулата.
3. Треугольники и четырехугольники на плоскости Лобачевского
Теорема [3.1].  Сумма углов в любом треугольнике меньше двух прямых.
Следствие 2.  Внешний угол треугольника больше суммы внутренних углов, не смежных с ним.
Следствие 3.  Сумма углов любого четырехугольника меньше четырех прямых углов.

Теорема [3.2].  Сумма углов треугольника есть переменная  величина.  
Определение [3.1].  Дефектом треугольника называется разность 2d и суммы углов треугольника.


Обозначение:  — дефект треугольника . 

Теорема [3.3].  Дефект треугольника  обладает следующими свойствами: 

1) . 



2) Если , то . 
     Заметим, что в геометрии Лобачевского справедливы три известных признака равенства треугольников, как следствий из первых трех групп аксиом. Докажем еще один признак равенства треугольников. 
Теорема [3.4].  (четвертый признак равенства треугольников). Если три угла одного треугольника равны соответственно трем углам другого треугольника, то эти треугольники равны.
Заметим: из теоремы [19.4] следует, что на плоскости Лобачевского нет подобных треугольников. 
4. Угол параллельности. Функция Лобачевского

Теорема [4.1].  Каждому отрезку параллельности соответствует единственный угол параллельности. 
Определение [4.1].  Функция, которая каждому отрезку ставит в соответствие угол, для которого отрезок является отрезком параллельности, т. е. угол параллельности, называется функцией Лобачевского.

Обозначение:  — функция Лобачевского. 

Теорема [4.2].  Функция  — строго убывающая.

Теорема [4.3].  Пусть  — острый угол. Тогда существует прямая, перпендикулярная одной стороне и не пересекающая другую сторону.


Теорема [4.4].  Пусть  — острый угол. Тогда существует прямая, перпендикулярная одной стороне и параллельная другой стороне. 
Следствие 4.  Для любого острого угла существует отрезок, для которого этот угол является углом параллельности.

Теоремы 20.1—20.4 позволяют сделать вывод — функция Лобачевского  обладает следующими свойствами: 

1) она определена на промежутке (), 
2) является непрерывной строго убывающей, 

3) ее множеством значений является промежуток (). 
     Таким образом, в геометрии Лобачевского существует зависимость между угловыми и линейными величинами; в этом существенное отличие геометрии Лобачевского от геометрии Евклида. 
Лекция № _12__.

ТЕМА:               ЭЛЕМЕНТЫ ГЕОМЕТРИИ ЛОБАЧЕВСКОГО      _
(ПРОДОЛЖЕНИЕ)
Основные вопросы, рассматриваемые на лекции:
1.  Взаимное расположение двух прямых.
2.  Окружность, эквидистанта, орицикл. 
3.  Непротиворечивость планиметрии Лобачевского. 
Краткое содержание лекционного материала
5. Взаимное расположение двух прямых на плоскости Лобачевского
В отличие от евклидовой плоскости на плоскости Лобачевского возможны три случая взаимного расположения двух прямых: 
1) прямые пересекаются; 
2) прямые параллельны в каком-либо направлении; 
3) прямые расходятся в обоих направлениях. 
Исследуем расположение одной прямой относительно другой в каждом из этих случаев. Для этого потребуется следующая лемма, относящаяся к абсолютной геометрии. 



Лемма [5.1]. Саккери. В четырехугольнике  с прямыми углами  и : 

1) ; 

2) .

Теорема [5.1].  Пусть имеется острый угол . Тогда расстояние от любой точки одной стороны угла до другой стороны неограниченно возрастает по мере удаления точки от вершины угла.




Следствие 5.   Пусть  и  — две пересекающиеся в точке  прямые. Тогда расстояние от любой точки, лежащей на одной прямой, до другой прямой неограниченно возрастает по мере удаления этой точки от  в обе стороны.

Теорема [5.2].   Пусть . Тогда расстояние от любой точки одной прямой до другой прямой неограниченно уменьшается при перемещении этой точки в направлении параллельности и неограниченно возрастает в противоположном направлении.
Теорема [5.3].  Две расходящиеся прямые не могут иметь более одного общего перпендикуляра.
Теорема [5.4].  Две расходящиеся прямые имеют общий перпендикуляр. 
Следствие 6.  Две расходящиеся прямые имеют один и только один общий перпендикуляр.





Теорема [5.5].  Пусть  и  — две расходящиеся прямые и  — их общий перпендикуляр (, ). Тогда расстояние от любой точки, лежащей на одной прямой, до другой прямой неограниченно возрастает по мере удаления этой точки в обоих направлениях от точки пересечения этой прямой с общим перпендикуляром.
6. Окружность, эквидистанта, орицикл
Поскольку на плоскости Лобачевского возможны три случая взаимного расположения двух прямых, то на ней существует три различных типа пучков, а именно а) пучок пересекающихся прямых, т. е. множество всех прямых плоскости, проходящих через одну точку — центр пучка; б) пучок расходящихся прямых, т. е. множество всех прямых плоскости, перпендикулярных к некоторой прямой; в) пучок параллельных прямых, т. е. множество всех прямых плоскости, состоящее из некоторой направленной прямой и всех направленных прямых, параллельных ей. 
С каждым пучком связаны определенные линии: окружность, эквидистанта, орицикл. 
Определение [6.1].  Окружностью называется множество всех точек плоскости, равноудаленных от данной точки (центра окружности).
Это определение относится к абсолютной геометрии, поэтому окружность — линия как евклидовой плоскости, так и плоскости Лобачевского. Все теоремы об окружности, вытекающие из аксиом абсолютной геометрии верны и в той, и в другой геометрии. Отметим те свойства окружности, которые связаны с пучком. 

1. Окружность симметрична относительно любой прямой, проходящей через центр. Такая прямая называется осью окружности. 

2. В каждой точке окружности существует касательная, которая перпендикулярна к оси, проходящей через точку касания. 
Таким образом, окружность пересекает свои оси под прямым углом. Поэтому окружность — это ортогональная траектория пучка пересекающихся прямых.

Определение [6.2].  Эквидистантой называется множество всех точек полуплоскости с границей , равноудаленных от этой прямой — базы эквидистанты. Расстояние от любой точки эквидистанты до базы называется высотой эквидистанты, а прямая, проходящая через точку эквидистанты перпендикулярно к базе, называется осью эквидистанты.
Отметим без доказательства некоторые свойства эквидистанты. 

1. Любая прямая, лежащая в плоскости эквидистанты, пересекается с ней не более, чем в двух точках. 

2. Эквидистанта симметрична относительно любой своей оси. 

3. В каждой точке эквидистанты существует касательная, которая перпендикулярна к оси, проходящей через точку касания. 
Таким образом, эквидистанта так же, как и окружность, пересекает свои оси под прямым углом. Поэтому эквидистанта — это ортогональная траектория пучка расходящихся прямых. 
Определение [6.3].  Орициклом называется ортогональная траектория пучка параллельных прямых.
Свойства орицикла аналогичны свойствам окружности и эквидистанты. Кроме того, можно показать, что все орициклы равны между собой. 
7. Непротиворечивость планиметрии Лобачевского. Независимость V постулата
     В этом параграфе будет построена евклидова модель планиметрии Лобачевского, а именно модель Пуанкаре, с целью доказательства содержательной непротиворечивости планиметрии Лобачевского в рамках евклидовой геометрии. 

По определению плоскость Лобачевского состоит из элементов двух родов: точек и прямых, связанных тремя основными отношениями "принадлежит", "лежит между", "конгруэнтны", которые удовлетворяют аксиомам I—IV групп аксиоматики Гильберта и аксиоме Лобачевского V (см. 1). 



     На евклидовой плоскости возьмем некоторую прямую , которая разделит плоскость на две полуплоскости  и  (рис. 


Определение [7.1].  <<Плоскостью Лобачевского>> (коротко: Л-плоскостью) будем называть открытую евклидову полуплоскость с границей . Прямая  называется абсолютом плоскости Лобачевского. 

Определение [7.2].  <<Точкой Лобачевского>> (короче Л-точкой) будем называть каждую точку открытой полуплоскости .
Замечание. Из определения [23.2] следует, что точки абсолюта не являются точками Лобачевского. 


Определение [7.3].  <<Прямой Лобачевского>> (коротко: Л-прямой) будем называть или всякую евклидову полуокружность, лежащую в  и центр которой принадлежит абсолюту, или всякий открытый луч полуплоскости , перпендикулярный абсолюту и начало которого принадлежит абсолюту.
Замечание. Из определения [23.3] следует, что начало луча, задающего Л-прямую, не принадлежит этой Л-прямой, так как не является точкой Лобачевского. 
Определение [7.4].  Будем говорить, что <<Л-точка принадлежит Л-прямой>> или она <<лежит>> на этой Л-прямой, если соответствующая евклидова точка принадлежит соответствующей евклидовой прямой или полуокружности.










Определение [7.5].  Пусть , ,  — три Л-точки, лежащие на Л-прямой . Будем говорить, что <<Л-точка  лежит между Л-точками  и >>, если евклидова точка  лежит между евклидовыми точками  и  на соответствующей полуокружности или луче в евклидовом смысле.





Определение [7.6].  Два Л-отрезка  и  будем называть <<конгруэнтными>>, если существует такая конечная последовательность инверсий с центрами на прямой , композиция которых соответствующую дугу или отрезок  отображает в соответствующую дугу или отрезок .
Теорема [7.1].  Геометрия Лобачевского непротиворечива постольку, поскольку непротиворечива геометрия Евклида.
Согласно критерию независимости (см. ?) из этой теоремы следует 
Теорема [7.2].  Аксиома V или эквивалентный ей пятый постулат Евклида не зависят от аксиом I—IV абсолютной геометрии.

Лекция № 13
ТЕМА:                         НЕЕВКЛИДОВЫ ГЕОМЕТРИИ
Основные вопросы, рассматриваемые на лекции:
1. Понятие о сферической геометрии. 
2. Геометрии Римана и Лобачевского в схеме Вейля. 
Краткое содержание лекционного материала
1. Понятие о сферической геометрии
Сферическая геометрия изучает свойства фигур, расположенных на сфере. 
Рассмотрим некоторые понятия и их свойства в сферической геометрии. 
1. Большая окружность. 
Определение [1.1].  Пересечение сферы с плоскостью, проходящей через центр сферы, называется большой окружностью, и — малой окружностью, если плоскость не проходит через центр сферы.
Большие окружности обладают следующими свойствами. 

. Через всякие две точки сферы, не являющиеся диаметрально противоположными, проходит только одна окружность; через две диаметрально противоположные точки проходит бесконечное множество 
больших окружностей. 


. Всякие две большие окружности пересекаются в двух диаметрально противоположных точках.  
2. Двуугольник. Одна большая окружность делит сферу на две части, каждая из которых называется полусферой; две большие окружности делят сферу на четыре части, каждая из которых называется двуугольником (рис. 48). Точки пересечения больших окружностей, образующих четыре двуугольника, называются вершинами этих двуугольников, а угол между касательными, проведенными в вершине, называется углом двуугольника. 
На сфере двуугольник играет такую же роль, как угол на евклидовой плоскости. Только, в отличие от угла на евклидовой плоскости двуугольник имеет площадь. 
Теорема [1.1].  Площадь двуугольника равна

		

где  — угол двуугольника. 

Определение [1.2].  Двуугольник называется прямоугольным, если .
Определение [1.3].  Две большие окружности, образующие прямоугольные двуугольники, называются перпендикулярными.

3. Через каждую точку на сфере можно провести одну и только одну большую окружность, перпендикулярную данной большой окружности.  






3. Расстояние и движение. Пусть  и  — две точки на сфере. Проведем через них большую окружность . Точки  и  делят окружность  на две дуги. 



Определение [1.4].  Длина той из двух дуг большой окружности с концами в точках  и , которая не больше полуокружности, называется сферическим  между этими точками.

Обозначение:  — сферическое расстояние 
Теорема [1.2].  Имеет место формула

		


где  — длина отрезка . 






Определение [1.5].  Движением сферы называется всякое изометрическое отображение  сферы на себя, т. е. такое отображение, при котором для любых двух точек  и  сферы и их образов ,  выполняется равенство: .

Из формулы (1) следует, что . Поэтому можно сказать, что всякое движение сферы порождается некоторым движением евклидова пространства и обратно. 


Определение [1.6].  Две фигуры  и , лежащие на сфере, называются конгруэнтными или равными, если существует движение сферы, отображающее одну фигуру на другую.
Очевидно, множество всех движений сферы является группой. Следовательно, сферическая геометрия есть геометрия этой группы. 
4. Сферический треугольник и его площадь. 







Определение [1.7].  Сферическим треугольником  называется множество, состоящее из трех точек ,  и  сферы, не лежащих на одной большой окружности, и трех дуг , ,  больших окружностей, соединяющих попарно эти точки.
Теорема [1.3].  Площадь сферического треугольника вычисляется по формуле:

		

Следствие 1.  Площадь сферического треугольника пропорциональна его дефекту.

Следствие 2.  Сумма углов сферического треугольника больше .
2. Эллиптическая геометрия Римана и гиперболическая геометрия 
Лобачевского в схеме Вейля
Эллиптическая геометрия Римана. 






Определение [2.1].  Пусть  — трехмерное векторное евклидово пространство и  —некоторое непустое множество, элементы которого назовем точками. Множество  называется эллиптической плоскостью Римана, если задано отображение  пространства  на множество , причем: 


1)  — сюръекция, т. е. каждая точка из  является соответственной для какого-то ненулевого вектора; 

2) две точки из  совпадают тогда и только тогда, когда задающие их векторы коллинеарны.
Построим эллиптическую плоскость с помощью сферы. 
















В качестве векторного пространства  возьмем множество 3.5cm всех векторов евклидова пространства . Каждый такой ненулевой вектор  можно задать направленным отрезком, отложенным от точки  — центра некоторой сферы с радиусом . Через центр  проведем в направлении вектора  прямую , которая пересечет сферу в двух диаметрально противоположных точках  и . Обозначим через  множество всех пар диаметрально противоположных точек сферы. Таким образом, каждому вектору  поставлена в соответствие единственная точка множества  — пара диаметрально противоположных точек  и  сферы. Это соответствие, как нетрудно установить, обладает свойствами 1 и 2, указанными в определении эллиптической плоскости. Следовательно, построенное множество  является эллиптической плоскостью Римана. Иначе говоря, эллиптическая плоскость Римана — это сфера с отождествленными диаметрально противоположными точками. Роль прямых на эллиптической плоскости играют большие окружности с отождествленными диаметрально противоположными точками. Отметим два интересных факта: 
1) на эллиптической плоскости Римана всякие две прямые пересекаются; 

2) в эллиптической геометрии Римана сумма углов треугольника больше  (см. следствие 2). 
Гиперболическая геометрия Лобачевского. 





Гиперболическая плоскость получается аналогично, но для этого надо заменить евклидово пространство  псевдоевклидовым пространством . В свою очередь пространство  определяется с помощью системы аксиом Вейля, в которой аксиома 4 (см. определение ? евклидова пространства) о скалярном квадрате вектора ( и ) заменена следующей аксиомой: 



4’ Существует ортонормированный базис {} такой, что , . 








В пространстве  длина вектора находится по формуле  расстояние между точками A(x) и B(x) равно 
Значит, квадраты длин векторов и расстояний между точками могут выражаться положительным, отрицательным или равным нулю числом. 
В псевдоевклидовом пространстве на сферах роль прямых, так же как на сферах в евклидовом пространстве, играют сечения сфер плоскостями, проходящими через центр, которые также будем называть большими окружностями. Под расстоянием между двумя точками будем понимать (псевдоевклидову) длину соединяющей их дуги большой окружности. 





Рассмотрим в пространстве  сферу мнимого радиуса с уравнением  где радиус  является мнимым числом, т. е.  ( — мнимая единица). Запишем уравнение этой сферы в виде 

		(2.6)
Заметим, что в евклидовом пространстве уравнение (1) есть уравнение двуполостного гиперболоида. 
Определение [2.2].  Назовем гиперболической плоскостью сферу мнимого радиуса в псевдоевклидовом пространстве с отождествленными диаметрально противоположными точками.
     Гиперболическую плоскость можно представлять себе как одну полость двуполостного гиперболоида в евклидовом пространстве. Роль прямой играет ветвь гиперболы, при этом плоскость, в которой эта гипербола лежит, проходит через центр гиперболоида. 





Пусть  и  —две гиперболы,  и  — плоскости, в которых они лежат, и пусть эти плоскости пересекаются по прямой . Тогда: 



1) если  проходит внутри гиперболоида, то  и  пересекаются; 



2) если  проходит вне гиперболоида, то  и  не пересекаются; 



1) если  является образующей асимптотического конуса гиперболоида, то  и  снова не пересекаются; в этом случае они называются параллельными. 
Это позволяет сделать вывод, что геометрия сферы мнимого радиуса в трехмерном псевдоевклидовом пространстве есть геометрия Лобачевского. Поэтому геометрию Лобачевского называют также гиперболической геометрией Лобачевского. 



Ш. Методические указания по подготовке к практическим и практическим занятиям.



ПРАКТИЧЕСКОЕ ЗАНЯТИЕ № _1_

Тема:                          Общие вопросы аксиоматики.               _
                                                     

План практического или семинарского занятия:
1. Вопросы, выносимые на обсуждение
      Понятие о математической структуре. Непротиворечивость, независимость и полнота системы аксиом. 
2. Краткие теоретические материалы
     Рекомендуется изучить §§ 1.2 – 1.4 в учебном пособии [3].
3. Практические задачи, задания, упражнения.



Для сокращения записей матрицу с элементами  (– действительные числа), имеющую р строк и q столбцов, будем обозначать через.. Например, А13 = (a11а12а13),



          ,   ,   .
     Сумму матриц Apq и Bpq будем обозначать через Apq + Bpq, для произведения матриц примем обычные обозначения, например: Apq • Bqr = Cpr. Матрица, транспонированная матрице Apq, обозначается через Aqp.
1. Назовем вектором любую квадратную матрицу Арр (р – фиксированное натуральное  число); суммой векторов Арр и Врр – матрицу Арр + Врp, а произведением числа λ на вектор Арр – матрицу λАрр. Показать, что при этом все аксиомы векторного пространства V3, кроме  III2, выполняются.
2. Дополним соглашения, сформулированные в задаче 1: скалярным произведением векторов Арр и Врр назовем число

.
Проверить выполнимость аксиом скалярного произведения V1 – V4.
3. Назовем вектором любую матрицу Азъ точкой — любую матрицу М13, суммой векторов А31 и В31 — вектор А31 +  В31 произведением вектора А31 на число λ — вектор А31. Скалярным произведением векторов А31 и В31  назовем число:


4. 

Паре точек  и  ставится в соответствие вектор 

,

где  – фиксированное число, отличное от нуля. Показать, что при этом выполняются все аксиомы I – V групп системы аксиом Вейля.
5. Пользуясь задачей 3, доказать, что система аксиом Вейля непротиворечива.
6. Показать, что в системе аксиом  Вейля каждая из аксиом III1 и III2 не зависит от остальных аксиом.
7. Показать, что в системе аксиом ∑W  аксиома V4 не зависит от остальных аксиом.
8. Показать, что в системе аксиом ∑W  аксиома IV1 не зависит от остальных аксиом.
1. Вопросы и задания студентам для самостоятельной работы.

1. Сохраним все соглашения задачи 1, за исключением одного: суммой векторов Арр и Врр назовем вектор Арр • Врр. Проверить выполнимость аксиом I1 – I4, II1 – II4.
2. 


Будут ли выполнены все аксиомы Вейля евклидова пространства , если в условиях задачи 3 соответствие между парой точек и вектором ввести следующим образом: паре точек  и   ставится в соответствие вектор


где k и ℓ — фиксированные различные действительные числа, причем  kℓ ≠ 0?
3. Доказать, что в системе аксиом ∑W  аксиома IV2 не зависит от остальных аксиом.

ПРАКТИЧЕСКОЕ ЗАНЯТИЕ № __2____ 

Тема:               Система аксиом Вейля евклидова пространства______ 
1. Вопросы, выносимые на обсуждение
     Непротиворечивость и полнота системы аксиом Вейля. Независимость аксиом. Определение простейших фигур.
2. Краткие теоретические материалы
Рекомендуется изучить § 1.7 в учебном пособии [3].

Практические задачи, задания, упражнения.
1. Показать, что в любом треугольнике ABC  имеет место соотношение:
|АС|<|АВ| + |ВС|.
2. Показать, что в любом треугольнике ABC имеет место соотношение:
|ВС\ = | ВА | cos B + |С А| cos С.
3. Доказать, что у равнобедренного треугольника углы при основании равны. Сформулировать и доказать обратное предложение.
4. Доказать, что все точки биссектрисы угла равноудалены от сторон угла. Пользуясь этим, показать, что биссектрисы треугольника пересекаются в одной точке.
5. 

Если а и b— две различные параллельные прямые, а α и β – две пересекающиеся плоскости, удовлетворяющие условию: аα, bβ, то плоскости α и β пересекаются по прямой, параллельной прямым а и b. Доказать. 
6. По аналогии с понятием угла ввести понятие двугранного угла и понятия внутренней и внешней областей угла.
7. Доказать, что если один конец отрезка принадлежит внутренней области, а другой конец – внешней, то отрезок пересекает грани или ребро этого угла.
8. 









Доказать теорему о трех перпендикулярах: пусть ℓ — прямая, не перпендикулярная плоскости  α, а —проекция этой прямой на плоскость. Если m α  и m ,  то  т ℓ. Обратно: если m α  и m ,  то  т  
9. 

Пусть а и b — скрещивающиеся прямые. Доказать: !α (α a, α || b).
10. Пусть а и b — скрещивающиеся прямые. Доказать, что существует одна и только одна прямая, которая пересекает данные прямые и ортогональна им обеим.
4. Вопросы и задания студентам для самостоятельной работы.
1. Показать, что в любом треугольнике ABC имеет место соотношение:
|ВС|2 = |AС|2 + |АВ |2 – 2 |АВ| |AС| cos A.
2. Показать, что в любом треугольнике ABC имеет место соотношение:
|ВС\ = | ВА | cos B + |С А| cos С.
3. 

Доказать, что если в треугольнике ABC имеем: |АВ|>|АС|, то С > В.
4. Доказать, что прямые, содержащие высоты любого треугольника, пересекаются в одной точке.
5. Доказать, что медианы треугольника пересекаются в одной точке.
6. Если две параллельные плоскости пересекаются третьей плоскостью, то линии пересечения параллельны. Доказать.
7. Доказать теорему: плоскость  α  единственным образом разбивает все точки пространства, не принадлежащие плоскости, на два множества так, что если точки А и В принадлежат одному множеству, то отрезок АВ не пересекает плоскость, а если разным множествам, то этот отрезок пересекает плоскость. Пользуясь этим предложением, ввести понятие полупространства.
8. Две плоскости, параллельные между собой и не параллельные ребру двугранного угла, пересекают его по двум конгруэнтным углам. Доказать.

ПРАКТИЧЕСКОЕ ЗАНЯТИЕ № ___3____ 

Тема:               Длина отрезка. Площадь многоугольника. Равновеликость и равносоставленность._____

План практического или семинарского занятия:
1. Вопросы, выносимые на обсуждение
Площадь треугольника, параллелограмма, трапеции. Теорема Бойяи – Гервина. 
2. Краткие теоретические материалы
      Рекомендуется  изучить [3], §§ 9 – 10 .

3. Практические задачи, задания, упражнения.
      1.   В правильной четырехугольной пирамиде SABCD площадь сечения, проведенного через диагональ AC основания параллельно ребру SB равна S0. Построить сечение пирамиды плоскостью, проходящей через середины двух смежных сторон основания и середину высоты пирамиды, и найти площадь этого сечения.
      2.   Дан куб ABCDA1B1C1D1 . Плоскость сечения проходит через вершину A1, середину ребра  В1С1  и центр   грани  DCC1D1, рассекая куб на две  части. Найти отношение объемов этих частей.
      3.   В правильной четырехугольной призме проведены два параллельных сечения: первое проходит через середины двух смежных сторон основания и через середину отрезка ОО1, соединяющего центры оснований, второе делит отрезок ОО1 в отношении 1:3. Зная, что площадь первого сечения равна 5, найти площадь второго.

      4.   В основании треугольной пирамиды SABC лежит прямоугольный треугольник ABC с прямым углом АСВ, ребро SA перпендикулярно плоскости основания.   В  пирамиду  вписан  шар,   радиус которого  равен  . Через вершину S и точку касания  шара с плоскостью  основания   пирамиды проведена плоскость, параллельная  ребру ВС.  Эта плоскость делит  поверхность шара   на   части,   площади   которых   относятся   как  1:4.   Найти   величину угла ВАС.


1. Вопросы и задания студентам для самостоятельной работы.
      1.   В правильной четырехугольной пирамиде SABCD с боковым ребром SA =b и стороной основания АВ = а  проведена плоскость через середины ребер АВ, ВС и SD.
      а)	  Построить сечение пирамиды указанной плоскостью.
      б)	  Найти площадь сечения.
      в)	  Доказать, что плоскость сечения рассекает пирамиду на два равновеликих многогранника.
      2.   В прямоугольном параллелепипеде ABCDA1B1C1D1 длины ребер АВ=а,  AD = b,  АА1 = с;  О1 —центр основания A1B1C1D1;  О —центр основания АВСD; S — точка,  делящая  отрезок ОО1 в отношении 1:3.
      Плоскость сечения проходит через точку S параллельно диагонали СА1 параллелепипеда и диагонали B1D1 его основания. Построить сечение и найти его площадь.
      3.   Ребро куба равно а. Построить сечение куба плоскостью, проходящей через центр куба перпендикулярно его диагонали, и вычислить площадь сечения.


ПРАКТИЧЕСКОЕ ЗАНЯТИЕ № __4_____ 

Тема:                     Система аксиом Гильберта                  

План практического или семинарского занятия:
1. Вопросы, выносимые на обсуждение
Следствия всех групп аксиом Гильберта.
2. Краткие теоретические материалы
       Рекомендуется  изучить [3], § 14.
3. Практические задачи, задания, упражнения.

1.   Убедиться в том, что в интерпретации, описанной ниже, выполняются все аксиомы I, II и IV групп системы аксиом Гильберта  евклидовой плоскости .
Точкой называется пара действительных чисел (х, у), взятых в определенном порядке.
Прямой называется всякое уравнение вида kx – у + b = 0 или – х + b = 0, где k и b – произвольные действительные числа.






Пусть различные точки , , принадлежат одной прямой; точка  называется лежащей  между и  



если при x2 –x3 0  , а при  х2 = х3:  .
2. Показать, что в системе аксиом Гильберта каждое из следующих предложений эквивалентно аксиоме параллельности:
а) 	сумма внутренних углов треугольника равна двум прямым;
б) 	если различные прямые а и b не перпендикулярны, то перпендикуляр, проведенный в любой точке прямой а, пересекает прямую b;
в)	 существует четырехугольник с четырьмя прямыми углами;
г)	существуют три различные коллинеарные точки, равноудаленные отданной прямой;
д) 	угол, под которым виден диаметр окружности из какой-либо точки этой окружности, конгруэнтен прямому углу;
е) перпендикуляры, проведенные к серединам сторон любого треугольника, пересекаются в одной точке.
3. Пользуясь только аксиомами I группы Гильберта, доказать,, что каждой плоскости принадлежат по крайней мере три точки, не лежащие на одной прямой.
4. 
Доказать, что в системе аксиом Гильберта  аксиома III5 не зависит от остальных аксиом.
5. Пусть Ј— некоторая интерпретация системы аксиом Гильберта. Построить новую интерпретацию J´  следующим образом.

В интерпретации Ј' все основные понятия, встречающиеся в аксиомах, определяются так же, как и в интерпретации Ј, за исключением конгруэнтности отрезков. В Ј' любые два отрезка считаются конгруэнтными. Будет ли Ј ' интерпретацией системы аксиом ?
6. 
Выпуклый четырехугольник ABCD, у которого углы А и В прямые и AD  BC,  называется четырехугольником Хайяма—Саккери, АВ – нижнее основание, CD – верхнее основание. Пользуясь аксиомами I—IV групп, доказать, что внутренние углы при верхнем основании четырехугольника Хайяма—Саккери конгруэнтны и что эти углы не могут быть тупыми.

4. Вопросы и задания студентам для самостоятельной работы.
    1.   Точкой называется каждая из следующих троек чисел: (0, 0, 0), (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1). Числа, определяющие точку, назовем ее координатами. 
     Прямой назовем каждую из следующих систем уравнений:






          
      Плоскостями назовем следующие четыре уравнения:
х = 0,    y = 0,   z = 0,    x + y + z—1=0.
     Точка принадлежит прямой тогда и только тогда, когда ее координаты удовлетворяют уравнениям, определяющим прямую. Аналогично определяется принадлежность точки и плоскости. 
     Показать, что в построенной интерпретации выполняются все аксиомы группы I системы аксиом Гильберта.
2. Показать, что в системе аксиом Гильберта каждое из следующих предложений эквивалентно аксиоме параллельности:
а)	существуют три различные коллинеарные точки* равноудаленные отданной прямой;
б) 	существуют два подобных, но не конгруэнтных треугольника;
в)	 через любые три точки, не лежащие на одной прямой, проходит окружность;
3. Пользуясь только аксиомами I и II групп, доказать, что множество внутренних точек отрезка не пусто. 

4.  Пусть а и b —две непересекающиеся прямые на плоскости. Предложение: множество {ρ(M, a)| Mb) ограничено – эквивалентно V постулату. Доказать.
5.  Предложение: через любую внутреннюю точку угла, меньшего развернутого, можно провести прямую, пересекающую обе стороны угла, – эквивалентно V постулату». Доказать.
       

ПРАКТИЧЕСКОЕ ЗАНЯТИЕ № ___5___ 

Тема:                             Контрольная работа №1                   _                                                    
Продолжительность _2_ часа



ПРАКТИЧЕСКОЕ ЗАНЯТИЕ № __6___ 

Тема:                        Элементы геометрия  Лобачевского                  _______ 

План практического или семинарского занятия:
1. Вопросы, выносимые на обсуждение
Функция Лобачевского. Взаимное расположение прямых. Окружность, эквидистанта, орицикл. Модель Кэлли – Клейна плоскости Лобачевского.
2. Краткие теоретические материалы
      Рекомендуется  изучить [3], § 2.3 .
3. Практические задачи, задания, упражнения.
Задачи на доказательство в плоскости Лобачевского
Предполагается, что задачи, помещенные в этом параграфе, решаются на основе аксиом I –IV групп системы аксиом Гильберта и аксиомы параллельности V´ Лобачевского. Параллельные прямые предполагаются направленными.
· 



Пусть  || . Доказать, что если прямая UV лежит между  и  и не пересекает ни одну из них, то она параллельна данным прямым.
· 




Пусть  и  — две различные прямые. Прямая АВ называется прямой равного наклона этих прямых, если  ABB', точки А' и В' лежат по одну и ту же сторону от прямой АВ. Доказать предложения:
а) 	любые две прямые равного наклона на непересекающихся прямых
АА' и ВВ' отсекают конгруэнтные отрезки;
б) 	через каждую точку одной из двух данных непересекающихся
прямых АА' и ВВ' проходит одна и только одна прямая равного наклона.
Справедливы ли эти предложения, если прямые АА' и ВВ' пересекаются?
3. Пусть в четырехугольнике ABCD углы А и D прямые. Доказать предложения:




а)	если [CD]  [АВ], то В   С;


б)	если |CD| > | АВ |, то B > С.

4.  Пусть ABCD — четырехугольник Саккери с прямыми углами А и D и боковыми сторонами АВ и CD ([АВ]  [CD]). Доказать следующие предложения:



а)	В   С < d, где d — прямой угол;
б) 	прямая, соединяющая середины оснований AD и BС, перпендикулярна этим основаниям.
5.  На сторонах угла BOA взяты точки В' и А' так, что В лежит между О и В', а A лежит между О и A'. Доказать, что дефект треугольника ОАВ меньше дефекта треугольника ОА'В'.
6.  Доказать теорему: если серединные перпендикуляры двух сторон треугольника расходятся, то серединный перпендикуляр третьей стороны расходится с каждым из них и существует прямая, которая перпендикулярна всем трем серединным перпендикулярам.
7.  Доказать, что угол, под которым виден диаметр [АВ] окружности из любой точки этой окружности, не совпадающей с концами диаметра, меньше прямого угла.


8.  Доказать, что существует «треугольник с нулевыми углами», т. е. существуют три прямые AА', ВВ' и , удовлетворяющие условиям: AА' || С'С, А'А  ||  ВВ',  В'В  || .
9.  Доказать, что любые два треугольника с нулевыми углами (см. предыдущую задачу) конгруэнтны.
Различные модели плоскости Лобачевского.

     10. На проективной плоскости дана овальная линия второго порядка, которая называется абсолютом. Внутренние точки абсолюта называются  Л-точками, а хорды абсолюта – Л-прямыми.. Л-точка принадлежит Л-прямой тогда и только тогда, когда проективная точка принадлежит соответствующей хорде абсолюта. Две фигуры  F и F* называются конгруэнтными, если существует такая автоморфная коллинеация относительно абсолюта, которая переводит фигуру F в фигуру F'. Показать, что в построенной интерпретации выполняются аксиомы планиметрии Лобачевского, т. е. аксиомы I – IV групп и аксиома параллельности  Лобачевского. Эта модель называется интерпретацией Клейна плоскости Лобачевского.
     11. Доказать, что взаимно перпендикулярные прямые плоскости Лобачевского в интерпретации Клейна (см. задачу 889) изображаются хордами, принадлежащими полярно сопряженным прямым относительно абсолюта.
Интерпретация Клейна.
Во всех задачах этого пункта построения выполняются на проективной плоскости при помощи одной линейки. При этом предполагается, что все точки абсолюта являются построенными точками.
12. Дан отрезок. Построить угол параллельности, соответствующий этому отрезку.




13. Дан угол (k, ) с вершиной  А и луч k' (см. задачу 10) с началом А'. Построить луч  так, чтобы угол (k,) был конгруэнтен углу (k', ').
14. Дан отрезок  АВ. Построить середину этого отрезка.

15. Построить биссектрису данного угла (k, ).

4. Вопросы и задания студентам для самостоятельной работы.
1.  Доказать предложения:
а)	если АА' || ВВ' и АВ — прямая равного наклона этих прямых, то перпендикуляр, восставленный в середине отрезка АВ, ,параллелен прямым АА' и ВВ';
б) 	множество середин всех отрезков равного наклона двух параллельных прямых принадлежит прямой, параллельной данным прямым.



2.  Пусть АА', ВВ' и — различные попарно параллельные прямые. Доказать, что если АВ — прямая равного наклона прямых АА' и ВВ', а ВС — прямая равного наклона прямых ВВ' и , то АС — прямая равного наклона для прямых АА' и .
3.  Сформулировать и доказать предложения, обратные предложениям а) и б) задачи 5.

4.  Пусть ABCD — четырехугольник Саккери с прямыми углами А и D и боковыми сторонами АВ и CD ([АВ]  [CD]). Доказать следующие предложения:
в) 	основания AD и ВС принадлежат расходящимся прямым;
г)	основание AD меньше основания ВС.
5. Доказать теорему: если серединные перпендикуляры двух сторон треугольника параллельны, то серединный перпендикуляр третьей стороны параллелен им обоим.
6. Доказать, что на плоскости Лобачевского существуют треугольники, удовлетворяющие условиям: серединные перпендикуляры сторон принадлежат пучку: а) пересекающихся прямых; б) параллельных прямых; в) расходящихся прямых.


      7. На евклидовой плоскости дана окружность (абсолют), внутренние точки которой вместе с точками окружности обозначим через Q. Л-точки, Л-прямые и принадлежность Л-точек и «/7-прямых определяются так же, как и в задаче 3. Взаимно-однозначное преобразование точек множества Q называется Л-движением, если оно точки абсолюта переводит в точки абсолюта, любую хорду абсолюта переводит в хорду абсолюта и сохраняет сложное отношение четырех точек. Фигура F называется конгруэнтной фигуре F', если существует такое Л-движение, которое фигуру F переводит.в фигуру . Показать, что в построенной интерпретации выполняются все аксиомы I, II и III групп системы аксиом Гильберта и аксиома параллельности  Лобачевского.
8.  Дан угол, построить отрезок так, чтобы данный угол был углом параллельности, соответствующим этому отрезку.
9.  Дан отрезок АВ и луч k', исходящий из точки А'. На луче k' найти такую точку В', чтобы отрезок АВ был конгруэнтен отрезку  А'В'.


10. Дан угол (h, k). Построить луч  так, чтобы луч k был биссектрисой угла (h, ).
11. Даны две расходящиеся прямые U1V1 и U2V2. Построить общий перпендикуляр данных прямых.

Методические указания по проведению практических занятий по дисциплине «Основания геометрии»
Курс «Основания геометрии»» читается в течение одного семестра по два часа в неделю и проводятся практические занятия в объеме два часа в две недели. 
В начале занятия рекомендуется рассмотреть соответствующий теоретический материал. Если практические занятия опережают лекции, то преподавателю необходимо объяснить основные понятия, привести математические формулы и алгоритмы решения. В противном случае повторение теории лучше построить в форме опроса студентов. Все задачи следует подробно разбирать со студентами у доски.
В начале первого семестра необходимо повторить школьный материал, выносимый в школе на факультатив.
В течение семестра проводятся контрольные работы по практическим занятиям.





Методические указания для преподавателей по проведению практических занятий по дисциплине «Основания геометрии»

В начале практического занятия следует обратить на теоретические вопросы по теме занятия. Первоначально идет изложение теоретического материала темы занятия. Затем в ряде вопросов преподавателю следует сконцентрировать внимание на основных идеях темы занятия. Вопросы должны включать в себя различные вариации элементарных ситуаций, отображающих основные идеи темы занятия в их взаимосвязи. Задаваемые вопросы должны быть короткими и максимально проявлять в студентах их сообразительность, а решаемые задачи охватывать все основные идеи соответствующего раздела.  При этом следует избегать трудоемких задач, включающих освоение незначительного числа приемов. В процессе решения задачи следует всегда увязывать шаги алгоритма решения задачи с теоретическими основами изучаемого алгоритма и добиваться понимания механизма действия изучаемого алгоритма. 



	Форма контроля
	Мин. Кол-во баллов
	Макс. Кол-во баллов

	Текущая оценка студента в течение 1-7 недели состоит из:
	0
	20

	 Выполнения заданий на лабораторных занятиях
	
	7

	 Выполнения домашних заданий
	
	3

	 Самостоятельных работ
	
	10

	1-я рубежная письменная контрольная работа
	0
	30

	Текущая оценка студента в течение 9-15 недели состоит из:
	0
	20

	 Выполнения заданий на лабораторных занятиях
	
	7

	 Выполнения домашних заданий
	
	3

	 Самостоятельных работ
	
	10

	2-я рубежная письменная контрольная работа
	0
	30

	                                                                                           Итого
	0
	100




4.2.  Вопросы к зачету по дисциплине «Основания геометрии»

(2 семестр)


1. Понятие о математической структуре. Примеры.
2. Непротиворечивость системы аксиом. Понятие об интерпретации (модели).
3. Независимость системы аксиом. Критерий независимости. Примеры.
4. Полнота системы аксиом. Изоморфные системы аксиом. Критерий полноты. Примеры.
5. Непротиворечивость системы аксиом Вейля евклидова пространства.
6. Полнота системы аксиом Вейля евклидова пространства.
7. Определение прямой по Вейлю (свойства, теорема 1).
8. Определение плоскости по Вейлю (свойства, теорема 2).
9. Теорема о прямой, лежащей в плоскости (теорема 3).
10. Теорема о разбиении прямой на два луча (теорема 4).
11. Теорема о разбиении плоскости на две полуплоскости (теорема 5). 
12. Определение расстояния по Вейлю. Свойства (теорема 6).
13. Определение параллельных по Вейлю.
14. О связи систем аксиом Вейля и школьного курса геометрии.
15. Существование функции длины отрезка.
16. Единственность функции длины отрезка.
17. Площадь прямоугольника.
18. Площадь треугольника, параллелограмма, трапеции.
19. Существование функции площади многоугольника.
20. Единственность функции площади многоугольника.
21. Равновеликость и равносоставленность многоугольников. 
22. Система аксиом Гильберта. Теорема Саккери-Лежандра.
23. Система аксиом Гильберта. Теорема о пятом постулате.
24. Аксиома Лобачевского. Теорема о бесконечном множестве прямых. 
25. Аксиома Лобачевского. Теорема о граничных прямых в пучке прямых, не пересекающих   данную прямую.
26. Определение параллельных в геометрии Лобачевского. 
27. Независимость параллельности от выбора точки на прямой.
28. Расходящиеся прямые на плоскости Лобачевского (теорема 4, следствие).
29. Сумма углов треугольника в геометрии Лобачевского.
30. Следствия о внешнем угле треугольника, о сумме углов четырехугольника.
31. Дефект треугольника на плоскости Лобачевского. 
32. Четвертый признак равенства треугольников в геометрии Лобачевского. 
33. Единственность угла параллельности, соответствующего данному отрезку параллельности (теорема 1).
34. Монотонность функции Лобачевского (теорема 2). 
35. Теорема о существовании прямой, перпендикулярной одной стороне угла и не пересекающей другую сторону.
36. Теорема о существовании прямой, перпендикулярной одной стороне угла и параллельной другой стороне.
37. Взаимное расположение пересекающихся прямых на плоскости Лобачевского.  
38. Взаимное расположение параллельных прямых на плоскости Лобачевского.  
39. Взаимное расположение расходящихся прямых на плоскости Лобачевского.
40. Две теоремы об общем перпендикуляре расходящихся прямых. 
41. Непротиворечивость планиметрии Лобачевского.
42. Понятие о сферической геометрии. Большие окружности (определение, свойства).
43. Понятие о сферической геометрии. Расстояние и движение (определения, теорема 2).
44. Понятие о сферической геометрии. Сферический треугольник и его площадь.
45. Эллиптическая геометрия Римана в схеме Вейля. 
46. Гиперболическая геометрия Лобачевского в схеме Вейля.


[bookmark: _Toc211183615][bookmark: _Toc211338552]Примерные задания для контрольных работ


Контрольный тест (2 семестр, 3 рубеж)
1. (5 балла) Верно ли, что длина отрезка, соединяющего середины двух сторон треугольника меньше половины длины третьей стороны
Да
Нет

2. (5 балла) Верно ли, что если серединные перпендикуляры двух сторон треугольника параллельны, то серединный перпендикуляр третьей стороны параллелен первым двум в одном и том же направлении
Да
Нет

Контрольный тест (2 семестр, 3 рубеж)
1.  (5 балла) Верно ли, что сторона правильного шестиугольника больше радиуса окружности, описанной около шестиугольника,
Да
Нет


5. (6 балла)  На плоскости Лобачевского существуют треугольники, удовлетворяющие условиям: серединные перпендикуляры сторон принадлежат пучку пересекающихся прямых; 
Да
Нет


V. Дополнительный материал
5.1. Словарь терминов (глоссарий) по дисциплине 







VI. Сведения о преподавателе (ППС).
VII. 
	Ф.И.О. 
	Какое образовательное учреждение  профессио-нального образования закончил (а), специальность по диплому
	Ученая степень, ученое звание
	Стаж научно-педагогической
работы, годы

	Основное место работы, должность
	Условия привлечения (штатный, внутренний совместитель, внешний совместитель, почасовик)
	Повышение квалификации

	
	
	
	Всего
	В том числе
	
	
	

	
	
	
	
	По специальности
	По дисциплине
	
	
	

	Секинаева Белла Шабажевна
	Северо-Осетинский государственный университет им. К.Л. Хетагурова,
Математик. Преподаватель
	
	

30
	

30
	

10
	Северо-Осетинский государственный университет им. К.Л. Хетагурова, кафедра алгебры и геометрии, старший преподаватель
	

штат
	ГУ ВШЭ 2010 г. 
№ 313-101

НИУ ВШЭ 2011 г. 
№ 4.8-300/1213

СОГУ, 2010
№ 443
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